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Pre-requis

Notion de suites numériques. Régularité d’une fonction de la variable réelle.

Objectifs

Donner un sens a la notion de convergence d’une suite de fonctions : point par point (convergence simple) ou
uniforme (pour la norme infinie). Cadre théorique pour échanger lim n — +oo avec la dérivation, l’'intégration.
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Onnote K = RouK = C, et on considére des fonctions a valeurs dans K.

I. Suites de fonctions
.1 Convergence simple

Définition 1.

Soit I un intervalle réel. On dit qu’une suite (f,,)nen de fonctions de F (7, K) converge simplement sur
I verslafonction f: [ — Ksi:

Ve e l, f,(x) —— f(z)

n—-+oo

Remarque 1. En d’autres termes, (f,,) CVS sur I vers f si et seulementsi:
Ve e I, (Ve >0, Ing = no(x,e) € N; ¥n > ng, |fu(z) — f(z)] < e)
dans cette notion de convergence, la vitesse de convergence dépend du point x considéré!!!

exemple 1. La suite (a,,),cn de fonctions définies par: Vn € N, a0, — R

z — "
. . Osiz <1
converge simplement sur I = [0, 1] vers la fonctiona : z — lsioe1

Convergence simple

1.0
al
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a3
0.8}
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06 — a20
Em 3
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0.4}
0.2}
°9.0 02 04 06
X
. . o b,: R — R
. * . . xr
exemple 2. La suite (b, ),en+ de fonctions définies par:vVn € N, . 1 sin (_)
n

converge simplement sur I = R vers la fonction b : v — .
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Convergence simple
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exemple 3. La suite (¢, ),cn de fonctions définies par: Vn € N, N { r siz<n

0 siz>n
converge simplement sur I = R vers la fonctionc : z — .

Convergence simple
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Remarque 2. Attention, les propriétés de continuité, dérivabilité, etc... ne sont pas nécessairement conservées pour
une limite simple!

Mais les inégalités larges étant conservées lors de passages a la limite, la positivité, les majorations par une borne
indépendante de n ou la convexité restent vraies.

1.2 Normes
2.a) Rappels de PCSI: normes

Soit £ un R-espace vectoriel. Lapplication || || : £ — R est une normesi:
i) Vo € B, [[z]| >0 (positivité);
) Ve e E, [||z] =0 = x=0g] (séparation);

i) Ve € E, VA € R, ||Az|| = |A|||z]] (homogénéité);

iv) V(z,y) € E?, ||z +y|| < ||z|| + |lyll (inégalité triangulaire);

v

1.3 Convergence uniforme

Soit I un intervalle réel. On dit qu’une fonction f : I — R (ou f : I — C) est bornée sur I s’il existe
K >O0telque:Vt e I, |f(t) < K.

Sitel est le cas, on note || f||co.r = sup{|f(¢)|;t € I}, valeur appelé normé infinie de F' sur I.

Remarque 3. Rappel de PCSI : toute fonction continue sur un segment y est bornée et atteint ses bornes.

Remarque 4. || ||o.; €st une norme sur 'ensemble des fonctions bornées sur I.

Définition 4.

Soit I un intervalle réel. On dit qu’une suite ( f,,) e de fonctions (bornées) de 7 (I, K) converge unifor-
mément sur / vers la fonction f : I — Ksi:

sup{|fn(t) = fFO)} = 1 fn = fllooz = 0

tel

Remarque 5. En d’autres termes, (f,,) CVU sur I vers f si et seulement si:

Ve >0, dny =ny(e) € Ny (Yn > ny, Ve € I, |fu(x) — f(z)| <€)

dans cette notion de convergence, la vitesse de convergence ne dépend pas du point de I considéré!!!
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[Proposition 1.]

Si (f,,) converge uniformément sur I vers f, alors ( f,,) converge simplement sur I vers f.

démonstration : Pour tout e > 0 fixé, et n, (&) associé, on pose, pour tout z € I, ng = ng(x,e) = ny(c), eton abien:
Ve €I, (Ve >0, Ing = ng(x,e) € N; Vn > ng, |fu(z) — f(x)| <e)O

Remarque 6. ATTENTION : La réciproque est fausse: en posantpourn € N, f,, : x — 5» lasuite (fn) CVS

1+ (x—mn)
surR, vers f = 0, mais pour toutn € N,ona || f, — 0||or = | fo(n) — 0] = 1 ne tend pas vers 0 lorsque n — +oo

Convergence simple non uniforme
T T T
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1.4 Pratique: calculs de normes infinies

méthode 1 : on étudie les variations de f,,, pour n fixé. Attention aux signes! On obtient la valeur de || f,,||c0.1-
méthode 2 : pour tout ¢ € I fixé et n € N quelconque, on majore | f,,(t)| < K et on trouve une valeur ¢, pour
laquelle égalité K = | f(to)| est réalisée.

1.5 Pratique: domination d’une suite
méthode : pour tout ¢ € I fixé, on majore |f,.(t)| < ¢(t) indépendemmentden € N.

Il. Propriétés de la limite d’une suite sur un segment

II.1 Continuité de la limite d’une suite de fonctions

exemple 4. La limite d’une suite de fonctions continues peut ne pas étre continue.
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Par exemple, la suite (f,,) de fonctions continues sur [0, 1] définie par Vn € N, fn: [0, . : o
converge simplement sur [ = [0, 1] vers f : x — { (; : i S [10’ 1 , qui n’est pas continue.

[Proposition 2.]

Soient I un intervalle réel, (f,),en € F(I,K)" une suite de fonctions continues sur I, qui converge
uniformément sur I vers f € F(I,K).

Alors f est continue sur 1.

démonstration : Soientx, € I,ete > 0. Soitng € NtelqueVn > ng, || fo — flloos < 5

La fonction f,,, étant continue en o, il existe unn > 0 tel que Vo €]zg — 1, zo + N[N, | fuy () — [ (x0)] <
Mais alors pour untel n etz €]xg —n, 20 +n[NI,ona:

(@) = F(20)] = [F(@) = Faol@) + Fao @) = Fap(70) + Fuo(0) — F(0)
(@) = F(20)] < [F@) = Faol@) |+ o (@) — Faal@o)] + | Foa (00) = F0)]

~ ~

<o/3 <e/3 <e/3
Ve >0, In > 0; Vo €]zg — n,x0 + 0[N, |f(x) — f(xo)| < €, donc f est continue en z, pour tout zy € 1.0

OJI(T)

Remarque 7. S’ily a convergence uniforme sur tout segment [a, b] de I, on obtient la continuité sur I.

1.2 Interversion limite-intégrale

2.a) Encasde convergence uniforme

[Proposition 3.]

Soient I = [a,b] un segment, (fu)nen € F([a,b], K)" une suite de fonctions continues sur [a, b], qui
converge uniformément sur [a, b] vers f € F([a, b], K).

b
Alors la suite </ fu(t) dt) converge et :

Jim [ a0 a= [ poya= [ 0w

démonstration :

/abfn(t)dt—/abf(t) dt': /abfn(t)—f(t) dt‘ S/ab|fn(t)_f(t)| dté/ab 1fn = Flloo o) A2

[ noa- [ o <o

Le theoréme des gendarmes permet de conclure sur Uexistence et la valeur de la limite. (]

Donc

—a) || fo = flloo,at) T 0.
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1.3 Dérivabilité

3.a) Suite de fonctions
[Proposition 4.}

Soient I un intervalle, (f,)nen € F(I,K)Y une suite de fonctions de classe C* sur I, qui converge sim-
plement sur I vers f € F(I,K), et telle que la suite (f/) de ses dérivées converge uniformément sur [
vers h € F(I,K).

Alors f est de de classe C' sur I, et f' = h.

démonstration :
Dans le cas ou [ est un segmentde R, pourz,a € I,ona:
X

fla) = fa) = lim_fo(o) = fule) = T [ fice)at

a

On applique le théoréme d’intégration terme a terme a la suite (f)) : elle converge uniformément vers h sur le
segment, donc lirf / fr(t)dt = / h(t) dt.
n—-+0oo a a

Mais alors f(z) — f(a) = / h(t) dt, donc f est la primitive de h qui vaut f(a) en a, donc est C* et est telle que
' = h. ’

Dans le cas I intervalle quelconque, on procede comme précédeement sur tout segment J de I, et on obtient la
classe C' et la formule de dérivation sur tout segment J de I, donc sur I.

Remarque 8. S’ily a convergence uniforme sur tout segment [a, b] de I, le résultat reste vrai.

[Proposition 5.]

Soient & € N, I un intervalle, (f,)nen € F(I,K)Y une suite de fonctions de classe C* sur I, qui
converge simplement sur I vers f € F(I,K), telle que les suites (f\V)) CVS sur I vers h; € F(I,K)
pouri € [1,k — 1], et telle que la suite (f*)) de ses dérivées k'*™ converge uniformément sur I vers
hi € ./—"(I, K)

Alors f est de de classe C! sur I, et f@ = h;, pourtouti € [1, k].

démonstration : par récurrence sur k > 1.0

Ill. Séries de fonctions

.1 Convergence simple : définitions, exemples

[Définition 5 (Sommes partielles).}

Etant donnée une suite de fonctions (u,, )nen € F(I,K)Y, on définit la suite (Sy(+))ven de ses fonctions
sommes partielles par:

N
VNeN, Sy:z+— Zuk(x)
k=0
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[Définition 6 (Série de fonctions).}

Etant donnée une suite de fonctions (u,(-))neny € F(I,K)Y , et (Sy(-))nen la suite de ses
fonctions sommes partielles, on appelle série de fonctions de terme général u, le couple

((tn(-))men, (Sn(+))nen), que lon note > " un(+) ou Y .

n>0

Définition 7.

Soit I un intervalle réel et (u,)nen € (F(I,K))N. On dit que la série de fonctions Z u, converge sim-

n>0
—+00
plement sur [ (verssasomme S : x — Z U (x)) si:
n=0
N
Vo € I, la suite (Z uk(a:)) converge
k=0 N>0

i.e. sipourtoutz € I, la série numérique Z u,, () converge (dans K).
n>0

+oo
Sitel est le cas, on définit lasomme de la série de fonctions Z u,(+),que 'on note Z U (+)
n=0

n>0

—+00

par: D un:I — K
n=0

+oo

n=0

Remarque 9. En d’autres termes, la série de fonctions Z fn CVS sur I vers S si et seulement si :

n

N
Ve el, (V& > 0, ANy = No(z,¢) € N; VN > Ny, \ka(x) —S(z)| < 5)

k=0
dans cette notion de convergence, la vitesse de convergence dépend du point x considéré!!!

a,: 0,1 — R

exemple 5. La série Z a,, de fonctions (a,,) définies par: Vn € N, o o gm

n>0

converge simplement sur I = [0, 1| vers la fonction S : . —

1—z
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16 Convergence simple d une série de fonctions
s1 .
[ ]
14| S2 T
n
S3 -
12| 54 : 1
S5 N
n
10 . 1
[ |
[ ]
> 8 - .
n,
[/

1.2 Convergence uniforme

Définition 8.

Soit I unintervalle réel. On dit qu’une série Z u,, de fonctions de 7 (I, K) converge uniformément sur

n>0
Iverssasommme S : ] — Ksi:
N
Stlel?{ nz;“n(t) — S(t) } = [|Sn = S|loo 1 — 0

Remarque 10. En d’autres termes, Z u, CVU sur I vers S sur [ si et seulementsi:
Ve >0, AN; = Nyi(e) € N; (VN > Ny, Vo € I, |Sy(x) — S(x)] <¢)

dans cette notion de convergence, la vitesse de convergence ne dépend pas du point de I considéré!!!

Remarque 11. ATTENTION : La réciproque est fausse!!!
exemple 6. Lasérie Z a,, de fonctions (a,,) définies par:Vn € N, an: 0,1 — Rn
T — T

n>0
converge simplement sur I = [0, 1] vers la fonction S : v — 1&, mais pas uniformément, car || Sy — S| j0,1] =
— X

.CL’N+1

lim
z—=1- 1 —2x
9/22
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I11.3 Convergence normale

n>0
I si la série numérique (positive) Z ||tn || 00,1 CONVerge.

Soit I unintervalle réel. On dit qu’une série Z u,, de fonctions de F (I, K) converge normalement sur
n>0

exemple 7. Soient~y € [0, 1], J = [0, 7] et les fonctions (a,, ) définies par:Vn € N,

a,: J — R
xr —> z"
La série E a,, de converge normalement sur J, car ||a,||«.s = 7", donc la série géométrique E l|an |00, de
n>0
raisony € [0, 1] converge.

exemple 8. La série Z 2z, de fonctions (a,,) définies par:Vn € N,

Zp )1, 400 — R
1
r +— —
n>1 nx
400 1
converge simplement sur I =|1, +oo[ vers la fonction ¢ : + — Z —.
n=1 n
Pour touta > 1, comme ||z, || oo fa,+-00] = —,la série de fonction Z 2z, converge normalement sur [a, +o0|.
n n>1
Mais comme ||z, |0 J1,400] = —, la série de fonction Z 2z, ne converge pas normalement sur |1, +o0.
n n>1
6 Convergence simple vers la fonction zeta
S1
S2
a
5 [ [} 53 i
[ ]
. S10
': == zeta
4t . |
]
|
.
.
> 3 . 1
]
A
L
*
2 [ ”
g
L
ny
l.....
1k fEasssmemesmnen
% 1 2 3 4
X
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[Proposition 6.]

Si la série de fonctions Z uy,, de fonctions de F (1, K) converge normalement sur I, alors elle converge
n>0
uniformément.

Si la série de fonctions Z uy,, de fonctions de F(I, K) converge normalement sur I, alors elle converge

n>0
simplement.
+oo
démonstration : Soite > 0, et n; € Ntel que Z |tnlloor < e.Alors pourtoutz € I,ona:
n=ni+1

Vn > ny, |uy(z)| < ||unlc.r, donc par comparaison de séries positives, Z |un(z)| converge, donc Z up(z) est

absolument convergente, donc convergente. On en déduit la convergence simple de Z u, surletonnoteS : z —

p p
< Z lun(x)] < Z ||tnlco.1» €t @ la limite (tout étant conver-

somme finie

Pourtout P > n; + 1,ona

n=nj n=ni n=ni
+o0 +oo

geant), R,,, = Z up(x)| < [tnlloor =€
n=ni n=ni

Mais alors, pour N > ny,0na, pourtoutz € I, |Sy(x) — S(z)| <,

i.e.Ve >0, Iny € N; VN > ny, [[Sy — S|l s < ¢, d’ou la convergence uniforme de Zun sur /.0

Remarque 12. Attention, la réciproque est fausse!

fo:[0,1] — R
Par exemple, la série Z fn de fonctions ( f,,) définies par:Vn € N, (—=1)"z"
pet r o

converge simplement sur I = [0, 1[ (par le CSSA, ou car ACV, par exemple)

1
Elle ne converge pas normalement sur I = [0, 1], car Z | fulloos = Z — diverge.
n

n>1 n>1
Elle conver iformé t S S < . (=1 0
ge uniformément, car || Sy — 5|00, < Z . e
n=N+1
exemple 9. Attention, la réciproque est fausse!
/. . 7 e . . gTL : [O, 1[ —> R
Par exemple, la série Z gn de fonctions (g, ) définies par:Vn € N, N

n>1
converge simplement sur I = [0, 1[, mais ne converge pas uniformément.
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[Proposition 7.}

Soit Z uy,, un série de fonctions de 7 (I, K) et Z o, une série numérique (positive) telle que :
n>0

VneN, (Vz € I, |uy(x)] < ay)

et telle que Z oy, converge.

Alors E u, converge normalement sur /.
n>0

démonstration : on utilise le théoreme de comparaison de séries numériques positives : Vn € N, 0 < [Juy|loos =
sup {|un(z)], v € I} < o, . O
Remarque 13. En pratique, pour montrer la convergence normale de Z U, sur [ :

— ou bien, a n fixé, on sait majorer directement |u,,(x)| indépendemment de x € I, par le terme général o,
d’une série convergente.

1 1
exemple:Vn e N, Vx e R, 0 < < .
P . " ] x T 14+n24+22 7 1+4n? )
— ou bien, a n fixé, on étudie les variations sur I de u,,, et on en déduit la valeur de ||, || .1

IV. Propriétés de la somme d’une série de fonctions

IV.1 Continuité de la somme d’une série de fonctions
[Proposition 8.]

Soient I un intervalle réel, (u,),en € F (I, K)Y une suite de fonctions continues sur I, telle que la série
de fonctions Z u,, converge uniformément sur I vers S € F(I,K).
Alors S est continue sur 1.

démonstration : On applique le théoreme de continuité vu pour une limite uniforme d’une suite de fonctions a la
suite (Sy) des sommes partielles qui sont continues (sommes finies) et qui CVU vers S. [

Remarque 14. La somme normalement convergente d’une séries de fonctions continues est continues,
car pour une série de fonctions continues qui converge normalement sur 7, il y a convergence uniforme.
Remarque 15. S’ily a convergence uniforme sur tout segment [a, b] de I, on obtient la continuité sur I.
+oo
exemple:( : z — Z — est continue sur |1, +o00[, comme somme de fonctions continues qui CVU (car CVN) sur
n

n=1

tout segment [a, b] de |1, +o0.

exemple 10. La somme d’une série de fonctions continues peut ne pas étre continue.
Par exemple, la série Z u,, de fonctions continues (u,,) définies par: ug : = — 1, et
n>1
0,1 — R

Up o |
Vne N, " _
’ r — " —2a"

1
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. . i 1
converge simplement sur I = [0, 1], mais sa somme S : z —— { 0sizel01]

i n’est pas continue.
lsiz=1 P

IV.2 Interversion limite-intégrale sur un segment

r-LThéoréme 9 (Intégration terme a terme sur un segment).}

Soient I = [a, b] un segment, (u,)neny € F([a,b], K)Y une suite de fonctions continues sur [a, b], telle
que la série Z u,, converge uniformément sur [a, b] vers S € F([a, b], K).

b
Alors la série numérique Z / fn(t) dt converge et :

:Z:(/abfn(t) dt> :/ab (:Z:fn(t)> dt:/abS(t) dt

démonstration : N
On applique le résultat précédent a la suite (Sy) = <Z uk> des sommes partielles.
k=0

IV.3 Dérivabilité de la somme d’une série de fonctions

F[Théoréme 10 (Dérivation de la somme d’une série de fonctions).]

Soient I un intervalle, (u,).en € F(I,K)Y une suite de fonctions de classe C* sur I, telle que la série
de fonctions Z u,, converge simplement sur [ vers S € F([a,b],K), et telle que la série Z u!, de ses
dérivées converge uniformément sur I vers T' € F(I,K).

Alors S estde declasseCt sur I, et S’ =T.

démonstration : on applique aux sommes partielles (Sy) le résultat sur les suites de fonctions. [J

[Proposition 11.]

Soient k € N*, I un intervalle, (u,)nen € F(I,K)" une suite de fonctions de classe C* sur I, telle que
la série de fonctions Z u,, converge simplement sur I vers S € F([a,b],K) et que les séries Zuﬁf)
CVSsur I vers S; € F([a,b],K) pouri € [1,k — 1], et telle que la série Z ul) de ses dérivées ke
converge uniformément sur I vers S, € F(I,K).

Alors S est de de classe C' sur I, et S = S;, pour tout i € [1, kJ.

démonstration : par récurrence sur k > 1. ]

Ch.05 Suites et séries de fonctions 13/22
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IV.4 double limite

r—[Théoréme 12 (Théoréme de la double limite).}

si une série E fn de fonctions définies sur I converge uniformément sur I et si, pour tout n, f,, admet

une limite ¢,, en a borne de I (éventuellementinfinie), alors la série Z ¢, converge, lasomme de la série

admet une limiteenaet: . .
ZO fn(x) E} Zogn

La démonstration est hors programme.

+oo
1
exemple 11. La fonction( : xz — Z — de Riemann tend vers 1 quandxtend vers | ?infini, via la CYN donc CVU
nx

n=1

sur [2, 4-o0.

V. Intégration de la limite d’une suite de fonctions sur un in-
tervalle quelconque

V.1 Convergence dominée

r—[Théoréme 13 (de convergence dominée, admis).}

Soient I un intervalle de R, (f,),en € F(I,K)" tels que:

i) pourtoutn € N, f, est continue par morceaux sur [;

ii) la suite (f,,) converge simplement sur  vers une fonction f continue par morceaux sur /;

iii) il existe une fonction ¢ : I — R continue par morceaux, positive et intégrable telle que:
pour toutn € N, ’fn| < ®. (hypothése de domination de ( f, )» par une fonction intégrable)

Alors les fonctions | f,,, pourn € N, et f sontintégrablessur 7|, la suite </fn> converge|, et
I n>0

fir=m [ 5

a,:10,1] — R
exemple 12. La suite (a,,),en de fonctions définies par:Vn € N, - sin” t
x

n
Osiz<1

converge simplement sur [ =|0, 1] vers la fonctiona : © — { lsiz—1

Ch.05 Suites et séries de fonctions 14/22
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10 Convergence dominée

al

a2

a3
0.8} 1

ad

ab

alo
0.6 — a20 1

mm 3
> mm  phi
0.4} d
0.2} 1
T i U R P s {
%30 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
b, :10,1] — R
. . /7 e . 1
exemple 13. La suite (b,,),en de fonctions définies par: Vn € N, N —siz<n
x
Osiz>1

1
converge simplement sur I =|0, 1] vers la fonction b : t — o

/. N 1 . . 7/
mais on ne peut pas dominer par une fonction inférieurea ¢ : t — o qui n’est pas intégrable : le TCD ne

+00
s’applique pas, et/ b, (t) dt —— 400
1

n—-+o0o

Ch.05 Suites et séries de fonctions
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10 Convergence simple sans TCD : limite non intégrable
¢ 10,1 — R
) 1
exemple 14. La suite (¢,),en+- de fonctions définies par: Vn € N, n(l —nzx)siz < n
Tr 1
Osiz>—
n
. . lsiz=1
converge simplement sur I =|0, 1] vers la fonctionc : t — . )
Osixz>0

mais on ne peut pas dominer par une fonction intégrable ¢, car on aurait: V¢ € [0,1], p(t) > sup |c,(t)], en

particulier, pour n € N, comme ¢(1/(2n)) = n/2, pour toutt telque F(1/t) =nona:

1 1
n<-<n+1,et <t < —.
t (n+1) n

DoNC f(t/2) > fu(1/(2(n+ 1)) = n(1 —n/2n+ 1)) =np 2 > 0> 2 (1 - 1)

-2

)

Onobtientp(t/2) = ¢ 1 11#/2) > L (% — 1),donc o(t) > % (— — 1) donc p n’est pasintégrable:
‘ (n+1) (n)]

1
le TCD ne s’applique pas, et Vn € N*,

S—

1 1
cn(t)dt = 5 ne tend pasvers(0 = / c(t) dt.
0
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cl
35} c2
c3
3.0} — 4
— cl10
— c15
2.5}
mm
- = minphi
>20r P .
1.5f
1.0
0.5}
%30 0 0.6 0.8 1.0

VI. Intégration de la somme d’une série de fonctions

VI.1 Interversion limite-intégrale

1.a) Intégration terme a terme d’une série de fonctions sur un intervalle quelconque

f-LThéoréme 14 (d’intégration terme a terme sur un intervalle quelcong ue).}

Soient I un intervalle de R, (f,),en € F(I, K)" tels que:

i) pourtoutn € N, f, est continue par morceaux et intégrable sur /;

n>0
ceauxsur /;

n>0

1&) S

i) la série numériquez /]fn\ converge.
I

Alors la somme S de la série de fonctions Z fn

n>0

(hypothese de domination)

est intégrable sur I

, la série

ii) la série de fonctions Z f. converge simplement sur / vers une fonction S continue par mor-

Z/fn converge
I

n>0

, et

démonstration : admis idée on applique le TCD a la suite des sommes partielles.

Ch.05 Suites et séries de fonctions
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NOUVEAU programme 2022-23
B - Suites et séries de fonctions

Cette section a pour objectif de définir différents modes de convergence d’une suite, d’une série de fonctions et
d’étudier le transfert a la limite, a la somme des propriétés des fonctions.
Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Modes de convergence d’une suite ou d’une série de fonctions

Convergence simple d’une suite de fonctions. Conver-
gence uniforme. La convergence uniforme entraine la
convergence simple.

Norme de la convergence uniforme sur l’espace des
fonctions bornées a valeurs dans R ou C.

Convergence simple, convergence uniforme, conver-
gence normale d’une série de fonctions.

La convergence normale entraine la convergence uni-
forme.

Utilisation d’'une majoration uniforme de |f,,(z)| pour
établir la convergence normale de Z fn-

La convergence normale entraine la convergence abso-
lue en tout point.

b) Régularité de la limite d’une suite de fonctions

Continuité de la limite d’'une suite de fonctions::
si une suite (f,,) de fonctions continues sur I converge
uniformément vers f sur I, alors f est continue sur 1.

Intégration sur un segment de la limite d’une suite de
fonctions:
si une suite (f,,) de fonctions continues converge uni-
formément vers f sur [a, b] alors:
b b
[ ne—— [ roe
a n—-+00 a
Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions :
si une suite (f,,) de fonctions de classe C* sur un inter-
valle I converge simplement sur I vers une fonction f,
et si la suite (f!) converge uniformément sur I vers une
fonction g, alors f est de classe C' sur I et f' = g.

Extension aux suites de fonctions de classe C¥, sous
Ihypothése de convergence uniforme de (/") et de
convergence simple de (£)) pour0 < j < k.

Ch.05 Suites et séries de fonctions

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situa-
tion.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situa-
tion.
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CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

c) Régularité de la somme d’une série de fonctions

Continuité de la somme d’une série de fonctions :
siunesérie E fn defonctions continuessur I converge

uniformément sur I, alors sa somme est continue sur I.

Théoréme de la double limite :
si une série Z fn de fonctions définies sur I converge

uniformément sur I et si, pour tout n, f,, admet une li-
mite /,, en a borne de I (éventuellementinfinie), alorsla
série Z ¢, converge, la somme de la série admet une
limiteenaet:

an E)ZE

Intégration de la somme d’une série de fonctions surun
segment:
si une série E fn defonctions continues converge uni-

formément sur [a,b] alors la série des intégrales est
convergente et :

/biofn

Dérivation de la somme d’une série de fonctions::
siunesérie E f,, declasseC* converge simplement sur

dtz/fn

un intervalle I et si la série E /1 converge uniformé-

—+o00
ment sur [, alors la somme Z f, estdeclasse C' sur I
n=0
“+o00
et sa dérivée est Z fr.
n=0

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment, ou sur d’autres intervalles adaptés a la situa-
tion.

La démonstration est hors programme.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout
segment ou sur d’autres intervalles adaptés a la situa-
tion.

Extension a la classe C* sous hypothése similaire a celle
décrite dans le cas des suites de fonctions.

Ch.05 Suites et séries de fonctions
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Programme PC:

B - Suites et séries de fonctions

L'objectif de ce chapitre est de définir les modes usuels de convergence d’une suite et d’une série de fonctions et
de les exploiter pour étudier la stabilité des propriétés de ces fonctions par passage a la limite. En prolongement du
chapitre sur les espaces vectoriels normés de dimension finie, un lien est établi avec l'utilisation de la norme de la

convergence uniforme.

Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Modes de convergence d’une suite ou d’une série de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme d’une suite
de fonctions.

La convergence uniforme entraine la convergence
simple.

Norme de la convergence uniforme sur l'espace des
fonctions bornées a valeurs dans R ou C.

Convergence simple, convergence uniforme, conver-
gence normale d’une série de fonctions.

La convergence normale entraine la convergence uni-
forme.

Pour établir la convergence normale de an, les
étudiants doivent savoir utiliser une série numérique
convergente Zan majorante, c’est-a-dire telle que
pour tout n, || fullco < -

b) Régularité de la limite d’une suite de fonctions

Continuité de la limite d’une suite de fonctions :

si (f,,) converge uniformément vers f sur I et si, pour
tout n, f,, est continue sur I, alors f est continue sur I.
Interversion limite-intégrale :

si une suite (f,,) de fonctions continues converge uni-
formément vers f sur [a, b] alors

b
/a ngr—{loo fn dt = n1—1>r-|I-1c>o/ fn

Dérivabilité de la limite d’une suite de fonctions :

si (f,) est une suite de fonctions de classe C' sur I qui
converge simplement sur [ vers f et telle que la suite
(f]) converge uniformément sur I vers h, alors f est de
classeClsur] et ' =

Ch.05 Suites et séries de fonctions

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur
tout segment de [.

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur
tout segment de I.
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CONTENUS

Extension aux fonctions de classe C*.

CAPACITES & COMMENTAIRES

Les étudiants peuvent appliquer directement le théo-
réme concluant au caractére C* de la limite sous I’hy-
pothése de convergence simple des (fqgj)) pour( < j <
k — 1 et de convergence uniforme de (f(*)) sur tout seg-
ment de /.

c) Régularité de la somme d’une série de fonctions

Continuité de la somme:

Si E fn converge uniformément sur I et si, pour tout
+oco
n, f, est continue sur I, alors E fn estcontinue sur I.

n=0

Intégration terme a terme d’une série de fonctions::
soit (f,,) une suite de fonctions continues sur [a, b]. Si

la série Z fn converge uniformément sur [a, b] alors la
série des intégrales est convergenteetona:

/a bi (D)t = i / 0

Dérivation terme a terme d’une série de fonctions :

soit (f,) une suite de fonctions de classe C' sur I. Si

la série Z fn converge simplement sur I et si la série
+oo

Z {1 converge uniformément sur I, alors Z fnestde
n=0

+oo
classe C' sur I et sa dérivée est E 1o
n=0

Extension aux fonctions de classe C*.

Ch.05 Suites et séries de fonctions

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur
tout segment de /.

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur
tout segment de /.

Les étudiants peuvent appliquer directement un théo-
réme concluant au caractére C* de la somme.
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CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

e) Suites et séries de fonctions intégrables

Théoreme de convergence dominée :

Si (f,) est une suite de fonctions continues par mor-
ceaux sur [ convergeant simplement sur I vers une
fonction f continue par morceaux et telle qu’il existe
une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur
I vérifiant | f,,| < ¢ pour tout n, alors les fonctions f,, et
f sontintégrables sur I et:

/Ifn(t) dt —— /If(t) dt.

n—-+0o00

Théoreme d’intégration terme a terme:
Si (f,) est une suite de fonctions continues par mor-

ceaux et intégrables sur I, telle que la série an
converge simplement vers une fonction f continue par

morceaux sur [ et telle que la série Z/|fn(t)|dt
I

converge, alors f estintégrable sur I et

/If(t) dtzi/lfn(t) dar.

Démonstration hors programme.

L’hypothése de continuité par morceaux de f, imposée
par les limitations du programme, n’a pas l'importance
de ’hypothése de domination.

Démonstration hors programme.
L’hypothése de continuité par morceaux de la somme,
imposée par les limitations du programme, n’a pas l'im-

portance de ’hypothése de convergence de Z /1 | ful-

Ch.05 Suites et séries de fonctions
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