D Suites et séries de fonctions intégrables' PC h dosses

Cfiapitre 06 2023_2024 scientifiques

Lycée Brizeux

Ordre des ezercices :

Méthodes a retenir :

e Pour justifier qu'une fonction f est ntégrable sur un intervalle I, on commence par établir qu'elle est continue ou continue sur le
sous-ensemble le plus grand possible, PUIS pour chaque borne ouverte, on établie I'intégrabilité au voisinage via un théoréme de
comparaison, avant de concluire.

e Sur un intervalle quelconque I,
si la suite (f,,) de fonctions continues p.m. CVS vers f,

et s'il existe une fonction ¢ continue p.m., positive intégrable sur I telle que ’Vn eN, Vtel, |fa(t)] < o(t) ‘
(domination par majoration des |f,,| indépendemment de n, par ¢ intégrable),
le théoréme de convergence dominée permet de montrer que, f et les f,, pour n € N sont intégrables sur I, que la suite

numérique (/fn) converge et que lim /fn:/f
I n n——+00 I I

“+oo
e Sur un intervalle quelconque I, le théoréeme d’intégration terme 3 terme permet de calculer E /fn, lorsque la série de fonction
I

n=0

c.p.m.intégrables converge simplement, et que la série numérique Z / | fr(t)|dt converge.
I
n>0

I. Applications directes du cours

Exercice 1

Démontrer que toute combinaison linéaire de fonctions intégrables sur I intervalle est intégrable.

II. Exercices

Exercice 2 | i

Etudier I'intégrabilité sur I = [1,+o00[ de  — ™" Inx, avec n € N*.

Exercice 3 | X

Etudier I'intégrabilité sur I = [1,+oo[ de :
sinx

b) ¢ : x — In(e”® + ), selon les valeurs de 3;

|Exercice 4 | i

Soit f :]0,+oc0o[— R, z —

a) fix+—

2(1 — cosx)
2+ 33
1. Justifier la continuité de f sur R}
2. Donner un équivalent de f au voisinage de 0. En déduire que f est intégrable au voisinage de 0.
3. Dominer f au voisinage de +oo par une fonction intégrable au voisinage de +oc.
4. Conclure que f est intégrable sur R’
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veve Interversion lim et / :
n—+ [0,1]

o0
Théoreme de convergence dominée
(=t)"
14 1¢2
1. (a) Justifier que : pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 1].

Pour n € N, on pose f, :R = R, t+—

(b) Justifier que la fonction

est continue positive intégrable sur [0, 1], et domine la suite de fonctions (f,,)nen (i.€. pour tout

1
R—=RY, t—
¢:R—RY, e
neN, ona:Vtel01], |f.(t)] < o1)).
(c) Justifier que la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement sur [0, 1] vers f : ¢ — 0.

2. En appliquant le théoréme de convergence dominée, en déduire que la suite

1
(="
(Un)nen = (/ dt tend vers 0.
© o L+t ) en

Y Interversion Z et /

[0,1]

Théoréeme d’intégration terme a terme

Pour n € N, on pose v, :]0,1] = R, t — t" Int
1. ( ) Justifier que : pour tout n € N, v,, est continue sur |0, 1].
Montrer que pour tout n € N, v, est continue intégrable sur ]0, 1], et que :

/'”“ M= e

(c) En déduire que la série numérique Z/ |vn| converge.

n>0
2. Justifier que pour tout ¢t € [0,1], —— = Zt"
+oo 71-2
3. On admet que Z =R
k=1
D nt —?
En appliquant le théoréme d'intégration terme a terme, en déduire que : / —tdt 5
e
+o00o 1
On pose : Vn € N\ {0,1},v,, = —d

Justifier I'existence de v,, pour tout entier n > 2 et étudier la limite éventuelle de la suite (v,,)n-

|Exercice 8 | i

“+oo
On pose pour n € N,u,, =  ——Y
pose pour n Up, /0 T

p dzx. Justifier qu'on peut définir la suite (u,)nen puis que cette suite converge et donner sa
T

limite sous forme intégrale (on ne demande pas le calcul de I'intégrale).

2% CCINP PSI

2n+1
. x Inx
Pour tout n € N, soit f,, : t — ————

2 -1
Pour tout n € N, montrer que f,, est intégrable sur ]0,1[. On pose I, = / fa(t)dt
0
Déterminer lim 1.
n—-+oo

+oo
1 1
Pour tout k£ € N, calculer I}, — I11. En déduire que VneN I, = 1 E -
k=n+1
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IT1I. Exercices avancés

Exercice 10 | 2

Déterminer :

. " dx
lim -
n—+oo [1 ™ 4 e

n

|Exercice 11 | s

n t\"

N . (1-1)

Déterminer lim N/
n—+oo Jq tY

e

Verifier que (f,g) — /f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sur
I

dt pour v > 1.

C°L%(I,R), pour I intervalle réel.

Soit f de classe C? sur R a valeurs réelles, telle que f? et (f)?
soient intégrables sur R et Em f' = 0 = lim f’, prouver que
o0 —0o0

(f")? est intégrable sur R en utilisant une intégration par parties.

|Exercice 14 | 2

[ee} e—2t
Soit F(z) — / dt.
o T+t

1) Existencede F sur |0,+o0].

2) Calculer la limite en +o00 de xF(z). On pourra calculer la
limite de (nF(n))nen--

3) Donner un équivalent de F'(n) quand n — +oo.

veveve Intégrale d’une somme de fonctions

“+oo
1
Pour z > 0, on pose f(x) = _—
pose f(x) ;n T
1. Justifier que I'on définit bien une fonction f sur R par
I'expression précédente.

2. Montrer que f est continue sur I =]0, +oo.
notons qu’il suffit de montrer le résultat sur tout seg-
ment de [

3. Montrer que f est intégrable sur ]0, 1] et que

/0 (o)t =

4. Montrer que f n'est pas intégrable sur [1, +o0.

ek

Soit f : [1,e[— R continue par morceaux et intégrable sur [1, e].
On définit une suite (f,), de fonctions par f,(t) = t*/™ f(t)
site[l,(1+1/n)"[et fo(t)=0site[(1+1/n)" e[
Montrer, en justifiant trés précisément, que (f,), converge
simplement sur [1,e[ vers une fonction qu'on précisera.Montrer
que lim

(1+1/n)™ Y e
" dxr = dx.
Jim [ oy = [ e

ek

+oo 3
Soit I, = / L
o x(l+zn?)

1) Justifier I'existence de I,,.
2) Calculer lim I,

n—-+o0o
3) Trouver un équivalent de I,

Z n(l++v/n+1)

00 2
n=1
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Notes

1
Vvi+z

15 correction : on minore f(z) >

non intégrable en +oco.
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