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Onnote K=Rou K=C.

I. Elements propres d’un endomorphisme ou d’une matrice

I.1 Rappel : sous-espaces stables

Cadre : E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni d'une base B = (e,...,e,). On représente
matriciellement les vecteurs ¥ de E a l'aide de vecteurs colonnes V € 9, 1(K) = matg(7).

[Définition 1 (sev stable).}

On dit qu'un sous-espace vectoriel I de E est |stable par u‘ si:|u(F)CF

[Proposition 1.}

Soit u € L(F). Ker(u) et Im(u) sont stables par w.

démonstration : Pour z € Ker(u), on a u(u(x)) = u(0p) = 0g, donc u(z) € Ker(u), ainsi u (Ker(u)) C Ker(u).
reRkeru

Pour y € Im(u), soit z € F tel que u(x) = y un antécédant de y par w.
u(y) = u(u(z)), donc u(x) est un antécédant de u(y) par u, donc u(y) € Im(u), ainsi v (Im(u)) C Im(u). O

I.2 Droites stables
[Définition 2 (droite stable).]

Soit u € L(E). Un droite vectorielle D = Vectx (7)) = {a7; a € K} dirigée par un vecteur non nul o/
est dite stable par u si : u(D) C D

[Proposition 2.}

Soient u € L(E), ¥ € E un vecteur NON NUL, dirigeant la droite D = Vectg (7).
Alors D est stable par u si et seulement si 3\ € K; u(7) = A\ 7.

démonstration :
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I.3 Valeurs propres, sous-espaces propres
[Définition 3 (vecteur propre).]

Soit u € L(E). Un vecteur ¥/ € E est dit vecteur propre de u si

{ T 4 0
MeK;, uw(V)=\7

Pour un tel A € K, on dit que le vecteur propre ¥ est associé a la valeur (propre) .

Remarque 1. Si T € E est un vecteur propre de u € L(FE) associé a la valeur A\ € K, alors, par linéarité, tout
vecteur colinéaire & ¥ et non nul est aussi vecteur propre de u associé a \.

[Proposition 3.}

Pour un vecteur ¥ NON NUL, on a I'équivalence entre :
i) U est un vecteur propre de u € L(E)
i) la droite Vectyg (') est stable par w.

[Définition 4 (valeur propre).}

Soit u € L(E). Un scalaire A\ € K est dit valeur propre de u s'il existe un vecteur ¥ € E NON

NUL tel que : ~ R
£+ 0
@ { u(@) = AT

Pour un tel vecteur ¥ € E (NON NUL), on dit que la valeur propre X est associé au vecteur (propre) o

Remarque 2. Un vecteur propre T est par définition NON NUL! (sinon, tout scalaire conviendrait...)
Remarque 3. Soient u € L(E), A € K, Y eEE Ona:

w(T) = AT = (u— Nidg)(T) = 0p <= T € Ker(u — Aidg)

exemple 1. Soit f l'endomorphisme de E = M3;(C) dont la matrice dans la base canonique est : A =
-1 5 5

[Proposition 4.]

A est valeur propre de u ssi u — Aidg est non inversible
A est valeur propre de u ssi [det(Aidg — u) =0
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démonstration : X € Spg(u) <= Ker(Aidg—u) 2 {(ﬁ} <= Aidg—u non injective <= A\idg—u non bijective <=
det(Mdg — u) = Ok.

[Définition 5 (spectre).}

Soit u € L(E). On appelle spectre de u dans K I'ensemble noté Spy () défini par :

Spy (1) = {/\ e K; 37 € E\ {05}, u(?) = W}

il s'agit de I'ensemble des valeurs propres de u appartenant 3 K.

[Définition 6 (sous-espace propre).}

Soit u € L(E), et A € Spg(u) une valeur propre de u.
On définit le sous-espace propre de u associé a la valeur propre A, noté £, , ou E, par :

By = Ker(Midg —u) = {V € E; uw(7V) = AU}

lemme 5. Pour tout A € Spg(u), E, \ est un sous-espace vectoriel de E contenant au moins une droite stable
engendrée par un vecteur propre o (non nul!!!) associé a A\. En particulier, |dim E, y > 1|.

Remarque 4. Ces définitions s’étendent aux matrices A € 9, (K), via ’endomorphisme u canoniquement associé.

[Définition 7 (valeur propre).}

Soit A € M, (K). Un scalaire A € K est dit valeur propre de A s'il existe un vecteur V€ M, ;(K)

NON NUL tel que : (1) { ZV i (;”Vl

[Définition 8 (vecteur (colonne) propre).}

Soit A € M, (K). Un vecteur V' € M, ; (K) est dit vecteur propre de A si

{ vV 7é On,l

INeK; AV =\V

[Définition 9 (sous-espace propre).}

Soit A € M, (K) et A\ une valeur propre de A. Le sous-espace-propre associé est :
Eya = Ker(A,, — A) € M, 1(K).
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[Définition 10 (spectre).}

Soit A € M, (K). Le spectre de A est : |Spg(u) ={A € K; IV € E; V #0,1,et AV =AV}|

I.4 Lien avec les polynéomes annulateurs

lemme 6. Soient A\ €K, v € E et u € L(E) et P € K[X]
Siu(z) = Az, alors P(u)(x) = P(\)x

dém pour un mondme P = X* vrai par récurrence sur k, puis passe aux combinaisons linéaires.

[Proposition 7.}

Si P € K[X] est annulateur de u, alors toute valeur propre de u est racine de P.

dém :
d d
O = P(u)(x) == Zakuk(az) = Z ar\*z = P(\)z, avec x # O tel que u(z) = Az, donc P(\) = Ok
k=0 k=0
Remarque 5. Spg(u) C {z € K; P(z) = 0}, l'inclusion peut étre stricte

[.5 Polynéme caractéristique

5.a) Polynome caractéristique d’une matrice

Remarque 6. Pour A € M, 1(K) et A€ K, on a :
A € Spg(A) <= Ker(AL,—A) 2 {0,1} <= A, — A non inject. <= A\, — A ¢ GL,(K) <= det(\[,,— A) = Ok

lemme 8. Pour CY,...C, des vecteurs colonnes de M, 1(K), Ei, ... E, la base canonique de M,,1(K) et x € K,
on a :det (zl, — [C,...,Cy)) =det ([xEy — C4, ..., zE, — C,))
=2" = Tr([Ch,...,Cpl) 2" '+ + (=1)"det([Cy, ..., Cy]) 2°

[Définition 11.}

Soit A € M, (K). L'application z — det(zl, — A) est polynomiale de degré n en z et unitaire. On la
note x4, et le polynéme de K, [X]| associé est appelé polynéme caractéristique de A.

[ Définition 12 (multiplicité). |

Soit A € M, (K), et A € K une valeur propre de A.

On appelle ’ multiplicité de la valeur propre )\‘ la multiplicité de la racine A dans le polynéme caractéri-
sique x4 de A.

(i.e. my est la puissance de X — X dans x4)
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[Proposition 9.}

Soient A € M, (C). Le polyndbme caractéristique x4 de A est scindé sur C. Soient s € N, et \,..., A,
les valeurs propres deux a deux distinctes de u, de multiplicités respectives my,, ..., m,,.
S S
Alors Zm)\i =nlet|xa= H(X — A)™
i=1 i=1
démonstration : L'ensemble des racines complexes deux a deux distinctes de x4 est Spe(A) = {A1,..., As}. Comme

le terme dominant de x4 est X", la définition des (m,,)1<i<s assure le résultat. (]

[Proposition 10.}

S

Soient A € M, (K), et xa = H(X — \;)™ son polyndme caractéristique scindé, avec s € N, et
=1
A1, ..., As les valeurs propres deux a deux distinctes de u, de multiplicités respectives my,, ..., m)

Alors | det(A) = T ™ et | Tr(A) = > my A
=1 =1

5"

démonstration : det(0I, — A) = (—1)" det(A) = xa(0) = H(—)\i)mki =(-1)" H/\Zn“,
donc det(A) = H A
i=1

>SS0 A = 37—k = x4 0) = — ()

donc tr(A) = Zm&)\i. O
=1

[Proposition 11 J

Deux matrices semblables sur K ont méme polynéme caractéristique.

démonstration : xy(z) = det(zl, — M) = det(P(zl, — N)P™') = xny(z), si N = PMP™. 0.
5.b) Polynéme caractéristique d’un endomorphisme
[Définition 13.]

Soit u € L(FE). L'application = — det(z idg — u) est polynémiale de degré n en x. On la note y,, et le
polynéme de K, [X]| associé est appelé polynome caractéristique de u.
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Remarque 7. Pour u € L(E) et A € K, on a :

A € Spg(u) <= Ker(Aidg — u) 2 {O—>E} <= Midg — u non injective <= Aidg — u non bijective <=
det(Aidg — u) = Og <= xu(A) = Ok.

| Définition 14 (multiplicite). |

Soit u € L(E) (resp. A € M,,(K)), et A € K une valeur propre de u (resp. de A).
On appelle ’ multiplicité de la valeur propre A | la multiplicité de la racine A dans le polynéme caractéri-
sique ., de u (resp. xa de A).

(i.e. my est la puissance de X — A dans xu,)

[Proposition 12.]

Soient u € L(E), avec E de dimension n. Le polyndme caractéristique x, de u est scindé sur C.
Soient s € N, et A\1,..., s les valeurs propres deux a deux distinctes de u, de multiplicités respectives

S

s
Mygy ooy M), A|ors Zm,\i =nlet Xu = H(X - Al)mA7
=1

=1

démonstration : L'ensemble des racines deux a deux distinctes de x,, est Spc(u) = {A1,...,As}. Comme le terme
dominant de y,, est X", la définition des (m,,)1<i<s assure le résultat. OJ

{Proposition 13.}

S

Soient u € L(E), avec E de dimension n et x, = H(X — \;)™ son polynéme caractéristique scindg,
=1

avec s € N, et \i,..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de u, de multiplicités respectives

Mxg, ., M)

5"

Alors | det(u) = H A et | Tr(u) = kai/\i
i=1 i=1

démonstration : u a le méme polynéme caractéristique (respectivement trace, respectivement déterminant) que
A, sa matrice représentative dans une base, d'ou le résultat.

Remarque 8. Pour une matrice ou un endomorphisme en dimension finie, 'inversibilité est équivalente au fait
que 0 n’est pas valeur propre, en utilisant le déterminant, par exemple.
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[.6 Cayley-Hamilton et conséquence

,—{Théoréme 14 (Cayley-Hamilton (admis, preuve HP)).]

Pour tout A € M,,(R), son polynéme caractérisique est annulateur, c.a-d. :

XA(A> = 0y,
Pour tout u € L(E), son polynéme caractérisique est annulateur, c.a-d. :

Xu(u) = Oz(m)

\

Conséquence : pour calculer A” en fonction de p, il suffit de savoir déterminer explicitement le reste R, dans la
division euclidienne de X? par x4, donnée par X¥ = @, x4 + R, avec deg(R,) <n — 1.
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II. Diagonalisation
II.1 Diagonalisabilité
1l.a) Définition
[Définition 15 (diagonalisabilité).}

Soit u € L(E). On dit que u est diagonalisable sur K s'il existe une base B’ = (v1,...,v,) de E dans
laquelle sa matrice est diagonale.

Remarque 9. Cela revient a trouver une base de E constituée de vecteurs propres de u.

[Proposition 15.}

Soit u € L(F) diagonalisable, B’ = (vy,...,v,) une base de vecteurs telle que D = Matg(u) =

o 0 ... 0 0

0 90 O 0

D ' 0 | est diagonale.

o . 671—1 0

o 0 ... 0 o,
Alors les vecteurs (vq,...,v,) sont des vecteurs propres associés dans cet ordre aux valeurs propres
(répétées ou non) (d1,...,9,) € K". En outre, en notant P la matrice de passage de la base canonique

de la base B a la base B, et A= Matg(u), on a:
P 'AP =D
PDP'=A

démonstration : Une base est constituée de vecteurs non nuls, donc les v; sont des vecteurs propres, car u(v;) = \v;
d'aprés la matrice D dans la iéme colonne.

par définition des écritures matricielles de I'endomorphisme u relativement a la base B’ = (vy,...,v,), comme
u(v;) = d;v;, Vi € [1,n], on appplique la formule de changement de base vue en PCSI. [

[Définition 16 (diagonalisabilité).]

Soit A € M,,(K). On dit que A est diagonalisable sur K si et seulement si elle est semblable sur K a une
matrice diagonale.

A diagonalisable <= 3P € GL,(K),3D € M,(K) diagonale;|P 'AP = D.

Remarque 10. endomorphisme u : V — A XV canoniquement associé est diagonalisable ssi A ’estc ar pour 'en-
domorphisme canoniquement associé, la diagonalisabilité équivaut a ’existence d’une base de vecteurs propres,
donc a une écriture matricielle diagonale relativement a une telle base de vecteurs propres.
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1.b) Application : Calcul de puissances par diagonalisation

[Proposition 16.}

56 0 ... 0 0
0 6 O 0
Soit (01,...,0,) € K", D = ' 0 | diagonale, alors
6p1 O
0 0 0
F 0 0 0
0 05 0 0
Vk e N, D* = .0
sk 0
0 0 0 &

pour k=0, on a I, = D° = Diag(6y,...,5,).
Supposons la relation est vraie pour un indice k € N fixé. Alors D*™ = Diag(sy,...,0,)Diag(oF,...,0%) =
Diag(6¥, ..., 651, d'o I'héredite. O

[Proposition 17.}

Soit u € L(F) diagonalisable, B' = (vy, ..., v,) une base de vecteurs propres associés dans cet ordre aux
0 0 ... 0 O
0 6 0 ... 0

valeurs propres (répétées ou non) (d1,...,d,) € K", Matg(u)=| : -. == . 0| =D.En
o 571—1 0
0O 0 ... 0 o,

notant P la matrice de passage de la base canonique de la base B a la base B, et A = Matg(u), on a :

Vk € N, A* = pptp~!

démonstration : par récurrence sur k.

pour k=0,0onal,=A"=P'[,P=D"

Supposons la relation est vraie pour un indice k& € N fixé. Alors A*¥' = A x A* = PDP'PDFP™ =
PDI,D*P~' = PD*' P!, d'ou I'héredite. O
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I1.2 Critéres de diagonalisabilité

2.a) Espaces propres en somme directe

lemme 18. Toute famille de vecteurs propres de u € L(E) associés & des valeurs propres deux a deuz distinctes
est libre.

démonstration : on montre le résultat par récurrence sur le nombre & > 1 de vecteurs propres considéreés.

e l'initialisation pour & = 1 est immédiate.

e Supposons le résultat vrai pour toute famille d'au plus & — 1 vecteurs propres associés a es valeurs propres
distinctes 2 a 2, pour un k > 2 fixé.

Soient wvy,... v, des vecteurs propres de u associés aux valeurs propres distinctes deux & deux on a : Vi €
H]_, k’ﬂ, U(Uz) = )\zvz .

Pour des scalaires o, . .., ay tels que Z%Ui =0g (1).
i=1
Supposons qu'il existe j € [1, k]| tel que a; # 0. Alors par linéarité de u, on obtient :
k k k k
Zaiu(vi) = Zai)\ivi =u(0g) = 0p, donc A, Z%‘UL‘ + Z a;(A; — Aj)v; = 0 donc en utilisant (1),
P P i=1 i=1

1<i<k, i#j

Il s'agit en fait d'une somme de k — 1 termes, combinaison linéaires de vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes | D’aprés I'hypothése de récurrence, on a donc a;(A\; — A\;) =0, Vi # j, donc a; = 0, Vi # j, puis
dans (1), a; =0, d'ou la liberté de (vq,...v,) O

lemme 19. Soit u € L(E), s € N*, et \i,..., \s les valeurs propres deux & deux dictinctes de u.
Alors la somme des sous-espaces propres est directe :

s s d d
ZE’V = @E,\i C E; et de plus, dim ZE’V = Zdim Ej,
i=1 i=1 i=1 i=1

démonstration :

d d
Pour F' = Z E,,, montrons que tout vecteur 7 € F admet une unique décomposition dans la somme Z E,,.

i=1 i=1
S S S
S'il existe (ﬁ)lsigs, (?/)1955 € HE,\ tels que 7 = Z T = Z 7}', alors on obtient
i1 i=1 i=1

SIE -7 =T (9

’ - _> . . . -, . N - .
Par |'absurde, si (ﬁ — ﬁ/)lgigs # (0)1<i<s, la relation (x) est une relation de dépendance linéaire a coefficients
non nuls et faisant intervenir des vecteurs nuls ou vecteurs propres, avec au moins un vecteur non nul : cela contredit
la liberté de la famille de vecteurs propres constituée des 7} — 7.’ % 0 pour 1 <i<s, Impossible!

Donc 7, — z.' = 0 pour tout 1 < i < s, et |'unicité. OJ
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2.b) Dimension des sous-espaces propres

lemme 20. Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors‘ Xup dIVISE Xy

démonstration : Soit G un supplémentaire de F' dans E. Dans une base BB adaptée a la décomposition £ = FF& G,
on calcule par blocs, pour x € K : x,(x) = det(u — xidg|g) = det([ur — xidp]) x det([u}g — zidg]), donc
Xup = det([ujr — zidp]) divise x, (), et ce pour tout z € K. [J

[Proposition 21 (majoration de la dimension des s.e.p. par leur multiplicité).]

Soit A € K une valeur propre de v € L(E), de multiplicité m,, et E) le sous-espace propre associé.
Alors | 1 < dim(E)) < mi.

démonstration :

Tout d'abord comme \ est une valeur propre, u — Aid n'est pas injective, donc d) = dim(E)) > 1.

Pour FF = FE), et d, sa dimension, on remarque que up = Mdp, donc Xup = (A — X)dk_ En notant s le
nombre de valeur propres distinctes de u, et \o,..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes et distinctes de A,
de multiplicités respectives my,, ..., m,,, on obtient, grace a la factorisation sur C :

S
(X = VDX =A™ [ = x)m™.

=2
Comme (X — \)™ est premier avec H(X — X\)™, on a donc (X — A)®[(X — \)™, donc dy < my. O
1=2
2.c) CS et CNS de diagonalisabilité

,—[Théoréme 22 (CNS de diagonalisabilité).} .

Soient u € L(E), s € N, et Ay,..., \s les valeurs propres deux a deux distinctes de u, de multiplicités
respectives my,,...,my,, et Fy,,..., F), leurs sous-espaces propres respectifs.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) u est diagonalisable sur K;

i) | E = @EA :
=1

i) |Vi € [1,s], dim(E)y,) =my, |et Y my, =n.

7
=1

iv) |[dimE = ) dim(E))|
AESDP(u)
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démonstration : 'implication i) = i) est vraie, car alors £ C ZEA (puisque chaque droite Vect(v;) C
Ker()\lldE — u) = E)\i), d'ou I'égallté

I'implication i) = i) est immédiate, car toute base adaptée dans une base de vecteurs propres regroupés en blocs
par valeurs propres identiques, on obtient une base de F adaptée a la somme des directe des sous-espaces propres.

On a donc I'équivalence i) <= ii).

S S
On a dans le cas général : n = dim E = deg x, = Zm&. > ZdimEAi et V1<i<s, 1<dimFE),, <my,.
i=1 =1

Supposons ii). Dans une base B adaptée a la décomposition £ = @ E,,, on a, pour tout = € K, det([u — zid]g) =

i=1
s s

(—1)”H(m — X)4mEN) - Comme y,(z) = (—1)”H(m — \;)™, on obtient en identifiant : pour tout i € [1, 5],
i=1 i=1
my, = dlm(EAl), d'ou ZZZ)

Supposons 7). On sait que ZE/\ @EA .Comme ZmA = deg(x,) = dim(F), on obtient :

S
dim((H E dim E,, = my, = dim( donc l'inclusion E\. C E est en fait une égalité
@ )\ somme dzrecte Z Ai Z Ai ), @ Ai < ) '
i=1 i—
d’ou u). O
Variante sommes directes i) <= iv)

[Proposition 23 (CS de diagonalisabilité).}

Soit u € L(E) de polynéme caractéristique x.

Si ‘Xu est scindé‘ a racines simples || sur KK, alors | u est diagonalisable | sur K.

démonstration :

Notons Ay, ..., A, les n valeurs propres distinctes de u. Pour tout i € [1,n], dim(E),) > 1, doncon a Z dim(E),) >
i=1

n = dim E. Comme on a toujours Zdim(E,\i) < n = dim F, on obtient |'égalité.

=1
Donc my, = 1 = dim(FE),), Vi € [1,n]. Le iii) du théoréme précédent donne le résultat. [J

[Proposition 24 (CS de diagonalisabilité).}

Soit A € M, (K) de polynéme caractéristique x 4.

‘é racines simples‘ sur K, alors | A est diagonalisable | sur K.

Si ‘XA est scindé

Remarque 11. 11111
Attention, la réciproque est fausse :
Xia = (1 — X)™ n’est pas scindé a racines simples, pourtant id est diagonalisable.

exemple 2. Projecteurs : E' = Ker(p) @ Im(p), avec Im(p) = Inv(p) = {v; p(v) = v}
exemple 3. Symétrie £ = Opp(p) @ Inv(p), avec Inv(p) = {v; s(v) = v} et Opp(p) = {v; s(v) = —v}
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I1.3 Polyndéme annulateur scindé et diagonalisabilité

r—(Théoréme 25.] \

Soit u € L(FE). u est diagonalisable (sur K) si et seulement s'il existe un polynéme annulateur de u

scindé | a racines simples |.

démonstration :
e condition nécessaire : Notons {\; ..., As} = Sp(u), pour un entier s < n, et (\;)1<i<s € K® (deux a deux distincts).
S

Comme u est diagonalisable, on a F/ = @EA ou V1 < i <s, F), est le sous-espace propre de u associé a la valeur

i=1
propre ;.
Montrons que le polyndme P = H(X — A;) annule u : Pour tout 1 < j < s, et tout vecteur v; € Ej;, on a:
i=1
u(vj) = Ajuj, donc (P(u))(v;)) = ( O  (u— Nidg)) o (u — Njidg)(v;) = Op. Par linéarité de u, on en déduit
1<i<s, i#j

que pour tout x € E, en notant z = Zvj sa décomposition dans la somme directe £ = @EA P(u)(x) =
j=1 i=1

Z P(u)(v;) = 0p, donc P(u) = Og(p).

d
e condition suffisante : Soit d € N*, (j1;)1<i<q € K* deux a deux distincts, tels que P = H(X — ;) soit annulateur
i=1
d
de u. Pour tout 1 < ¢ < d, on note F; = Ker(u — p;idg), et I'on va montrer que E = @E .
i=1
d
© montrons que la somme ZE est directe :
i=1

Soit 1 <4 < d. Si y1; n'est pas une valeur propre de u, alors u — p;idg est bijective, et F; = Ker(u — p;idg) = {0g}.
Si 1; est une valeur propre de u, alors F; est le sous-espace propre de u associé a la valeur propre ;. Comme la somme
d

des sous-espace propres de u est directe, la somme E F; est constituée d'espaces vectoriels réduits au vecteur nul

i=1
d
et de sous-espaces propres (associés a des valeurs propres distinctes) donc est directe : ZE = Z E, =
i=1 1<i<d, pi vp
® =
1<i<d, p; vp
d
© montrons que E = @FZ :
i=1
X — ,uj . .
Rappel : en notant L; = H 2 pour tout 1 <i < d, la famille (L;)1<;<q est une base de Ky_1[X].

1<j<d, ji M HI
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d d
Comme 1 = ZLZ», on obtient : idg = ZLZ(u) Ainsi pour tout © € E, en notant z; = L;(u)(z), pour tout
i=1 i=1

d
1§i§d,onax=2xi.
i=1
: — pjid
Pour i € [1,d] fixé, on a : (u — piidg)(z;) = (u — pidg) o ( O w) (x),
1<j<d, j#i i — M

donc (u — wiidg)(x;) = ( H

1<j<d, ji M T

d d d
Donc z; € F;. Donc x = Zm, € ZE et £ = ZE
i=1 i=1 i=1

)(P(u))(z) = 0g, car P est annulateur de u.

Finalement, on vient de montrer que £ = @ F;, = @ E,,, donc en prenant une base adaptée a
1<i<d, p; vp 1<i<d, p; vp
cette décomposition de I/ en somme directe, on obtient que u est diagonalisable. (]

[Corollaire 26.]

L’endomorphisme induit par un endomorphisme diagonalisable sur un sous-espace vectoriel stable est
diagonalisable.

démonstration : tout polynéme annulateur de u annule encore les endo induits.

[Proposition 27.}

Un endomorphisme u est diagonalisable sur K si et seulement si le polynéme H A € Spg(u)(X — A) est
annulateur de u.

démonstration : Si diagonalisable, on utilise la matrice dans une base adaptée et ok
Réciproquement cf thm précédent

ITI. Trigonalisation
[Définition 17.]

Une matrice A € 9, (K) est dite trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangulaire.

| Proposition 28 (C.N.S de trigonalisabilite).

Soit A € M, (K).
’A est trigonalisable‘ sur K si et seulement si ’Ie polyndme caractéristique | x4 de A est sur K.

ie. ssi 3 P¢cGL,(K); T =P 'AP triangulaire
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dém :
ADMIS, preuve non exigible

CN : clair, XT = H(X — t“)

C.S. : par récurrenéelsur n.

initialisation n = 1 : OK.

hérédité : Si y, scindé pour u € L(F), avec n = dim E, alors x, admet une racine A, et pour v; vecteur propre
associé, on compléte en une base B = (v, vy, ...v)) de E.

Mais alors pour F' = Vect(vy, ... v)), de dimension n — 1, par hypothése de récurrence, on a pour p la projection sur
F parallélement a Vect(v;) et w = p o up, Xw|Xu, et il existe une base (vs,...,v,) de F' qui trigonalise w. Pour
i > 2, u(v;) = a;c1 + poup(v;) qui est triangulaire supérieure.

[Définition 18.]

Un endomorphisme u € L(F) est dit trigonalisable s'il existe une base dans laquelle la matrice repré-
sentative de u est triangulaire.

IV. Autres applications

IV.1 Sous-espaces propres d’endomorphismes qui commutent
[Proposition 29.}

Soient u et v dans L(E) tels que [u o v = v ou] Alors tout s.-e.v. stable par u est stable par v.

démonstration : Soit I’ un sous-espace vectoriel stable par u.
Pour x € F', on a v(u(z)) = u(v(zx))

[Proposition 30.}

Soient u et v dans L(E) tels que [u o v = v owu] Alors Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

démonstration : u(x) = 0= u(v(z)) = v(u(z)) = v(0) =
[y =u(x) € Im(u)] = [v(y) =v(u(x)) =u((z)) € Im(u)]. O

Application : diagonalisation simultanée

si u et v commutent, et que u est diagonalisable, alors les AIdg — u commutent avec v, donc les sous-espaces-
propres de u sont stables par v. Si les endomorphismes induits v|, , sont diagonalisables dans des bases 3,, alors la
famille (Bx)acsp(u) diagonalise u et v. '

Application : racine carrée d’une matrice
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En particulier, lorsque A est diagonalisable sur C, on peut ainsi déterminer les matrices R telles que R* = A :
elles commutent avec A et les sous-espaces propres de A sont stables par de tels R.

Il suffit de diagonaliser A, et on obtient P~' AP = D diagonale. En posant A = P"'RP, on a A = D et comme
AD = DA, on en déduit que A est diagonale et que ses coefficients diagonaux sont des racines des valeurs propres
de A correspondantes.

IV.2 Calcul de puissances par trigonalisation

Lorsque la matrice A est trigonalisable, semblable a une matrice triangulaire supérieure D+ N, avec| DN = ND |,
D diagonale.

OnaN;;=0Vi>j(N™=0,, donc N est nilpotente), alors la formule du binbme de Newton montre que :
J J

p
—1
VpeN, (D+ Ny = (Z)Dpka:Dp+pDn1N+Z%Dp2]\[2+_“+< p 1)me+1Nm1
m_
k=0

ce qui permet de calculer AP grace aux formules de passage.
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IV.3 complément (HP ?7) Systémes linéaires

Remarque 12. Pour déterminer une suite (X,,) de 9,1 (K) vérifiant la relation de récurrence :

Vk €N, X1 = AX;|

avec A € M, (K) connue, il suffit de savoir déterminer les puissances AP pour tout p entier puis de remarquer
que X, = AP X,.

On parle de systeme de récurrence linéaire & coefficients constants sous la forme (détaillée) suivante :

T(k+1)1 = Tk T+ QGplk)n
T(k+1),k = QR1T(k)1 + 7+ QenT(k)n
T(k+l)n = @naT)1 T+ QuaZk)n
L(0).1
01 (a;, )1<ij<n € Mu(K) sont fivés, le vecteur colonne (initial) Xo = : est connu, et la suite (Xy,)pen-
L(0),n
L(k),1
de vecteurs colonnes Xy = : est inconnue.
L(k),n

exemple 4. Soit A € M;3(K) diagonalisable et dont les valeurs propres (non nécessairement distinctes) sont

A0 0
A, A2, A3 Soient D= | 0 Xy 0 | et P € GL3(K) telles que D = P"'AP, on a :
0 0 X3
AP0 0
VpeN, AP=P [0 X 0 |P"
0 0 X
Uug Ug
En pratique : étant donné | vy | € K3, la suite | PDPP™1 | v est lunique suite (Xp)p de vecteurs de K2 telle
wo wo
que : P
uo
Xo=| vo
wo

VneN, X, = AXp

3.a) complément (HP ?) Suites récurrentes linéaires d’ordre ¢ & coefficients constz:

Méthode : Suites récurrentes linéaires d'ordre £ & coefficients constants, sans second membre

Etant donnés £ € N, avec £ > 2, ay_1,...,aq, , on cherche a trouver toutes les suites vérifiant la relation de
récurrence :

Uptp = Qp—1Uptp—1 + -+ QolUy,
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Uo
A partir des conditions initiales (ug, ..., ui—1) € K¢, on se raméne au cas précédent en posant Xy = ,
Up—1
et
0o 1 0 0
0 0 1
A= 0 On vérifie alors que le polynome caractéristique de A est x4(r) = r* —
0 0 1
Qo ap Ap—1
-1
Z apr®, car
k=0
r -1 0 0 0o —-10 0
r -1 0 0 —1
xa(z) = Lo 0 = : 0
0o ... 0 -1 C, eri_lCi 0o ... 0o -1
—ag —ap T — Gy i—1 P(z) —a T — Gy
-2
ot P(x) = — Zaja:j —ap_xt Fat
5=0

(matrices compagnon).

[Proposz'tz'on 31.]

En particulier pour une relation de récurrence u,ip = ay_1Upig—1 + -+ + Aoy, St le polynome ca-
n

-1
ractéristique x a(r) = r® — Zakrk = H(r — 9;) est simplement scindé sur C, alors il eziste des
k=0 j=1

constantes (¢ ..., c,) telles que : Vp € N, u, = Z 0y
k=1

dém : On diagonalise et on a A" = PD"P™', donc A"V est combinaison linéaire des coefficients de P, P~*
et des (63). O
Remarque 13. Application numérique : calcul d’une valeur approchée de la valeur propre de plus grand module
tr(Ak:—i—l)

a I'aide du quotient des traces de deux puissances itérées consécutives lim W =\
r
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3.b) B - Réduction des endomorphismes et des matrices carrées
La réduction des endomorphismes et des matrices carrées permet d’approfondir les notions étudiées en pre-

miere année.

1l est attendu des étudiants qu’ils maitrisent les deux points de vue suivants :
— Daspect géométrique (sous-espaces stables, éléments propres) ;
— Ulaspect algébrique (utilisation de polynomes annulateurs).
L’étude des classes de similitude est hors programme ainsi que la notion de polynéme minimal.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Eléments propres

Droite stable par un endomorphisme.
Valeur propre, vecteur propre (non nul), sous-espace
propre d’un endomorphisme.

Spectre d’un endomorphisme en dimension finie.

La somme d’une famille finie de sous-espaces propres
d’un endomorphisme est directe.

Si un polynéme P annule u, toute valeur propre de u
est racine de P.

Valeur propre, vecteur propre, sous-espace propre et
spectre d’'une matrice carrée.

Equation aux éléments propres u(z) = Az.

Si u et v commutent, les sous-espaces propres de u
sont stables par v.

Notation Sp(u).

La notion de valeur spectrale est hors programme.
Toute famille finie de vecteurs propres associés a des

valeurs propres distinctes est libre.
Si u(x) = Az, alors P(u)(z) = P(\)z.

Equation aux éléments propres AX = \X.

b) Polynoéme caractéristique

Polynome caractéristique d’'une matrice carrée, d’un
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension fi-
nie.

Les valeurs propres d’'un endomorphisme de dimension
finie sont les racines de son polynéme caractéristique.
Multiplicité d’une valeur propre. Majoration de la di-
mension d’un sous-espace propre par la multiplicité.

Théoréme de Cayley-Hamilton.

Par convention le polynome caractéristique est uni-
taire.

Notations x4, Xu-

Coefficients de degrés 0 et n — 1.

Spectre complexe d'une matrice carrée réelle.

Deux matrices semblables ont le méme polynéme ca-
ractéristique, donc les meémes valeurs propres avec
mémes multiplicités.

La démonstration n’est pas exigible.

c) Diagonalisation en dimension finie

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie est dit diagonalisable s’il existe une base
dans laquelle sa matrice est diagonale.

Ch.07 Reduction
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CONTENUS

Une matrice carrée est dite diagonalisable si elle est
semblable & une matrice diagonale.

Un endomorphisme d’un espace vectoriel F est dia-
gonalisable si et seulement si la somme de ses sous-
espaces propres est égale a F.

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement,
si la somme des dimensions de ses sous-espaces propres
est égale a la dimension de I'espace.

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement
si son polynome caractéristique est scindé sur K et si,
pour toute valeur propre, la dimension du sous-espace
propre associé est égale a sa multiplicité.

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-
sion n admettant n valeurs propres distinctes est dia-
gonalisable.

CAPACITES & COMMENTAIRES

Interprétation en termes d’endomorphisme.

Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable.
Dans la pratique des cas numériques, on se limite &
n=2oun=.3.

Exemple des projecteurs et des symétries.

Traduction matricielle.

Traduction matricielle.

Polynoéme caractéristique scindé a racines simples.
Traduction matricielle.

d) Diagonalisabilité et polynémes annulateurs

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement,
s'il admet un polyndéme annulateur scindé a racines
simples.

L’endomorphisme induit par un endomorphisme dia-
gonalisable sur un sous-espace vectoriel stable est dia-
gonalisable.

Un endomorphisme wu est diagonalisable si et seule-
ment s’il admet H (X — A) pour polynéme annu-

AESp(w)
lateur.

La démonstration n’est pas exigible.

Traduction matricielle.

Le lemme de décomposition des noyaux est hors pro-
gramme,

e) Trigonalisation en dimension finie

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie est dit trigonalisable s’il existe une base dans
laquelle sa matrice est triangulaire.

Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est
semblable & une matrice triangulaire.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement
si son polyndme caractéristique est scindé sur K.
Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable.

Expression de la trace et du déterminant d’un en-
domorphisme trigonalisable, d’une matrice trigonali-
sable a 1’aide des valeurs propres.

Interprétation en termes d’endomorphisme.

La démonstration n’est pas exigible.

Traduction matricielle.

La technique générale de trigonalisation est hors pro-
gramme. On se limite dans la pratique a des exemples
simples en petite dimension et tout exercice de trigo-
nalisation effective doit comporter une indication.
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