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I. Séries entiéres de la variable complexe

I.1 Définition
[Définition l.j

Soit (an)neN une suite de C"'. On appelle série entiére (de la variable complexe z) la série de fonctions

Z un(+) définie par :

n>0
VvneN, u,:C — C
z — a, 2"

On la note parfois (abusivement) E a, 2" ou E a,z".
n>0

Dans le cas d'une série entiére de la variable réelle, on note g a,x" la série de fonctions g v, ol

VneNv, R — C
T — a,x"

Remarque 1. ATTENTION : ne la confondez pas avec une éventuelle numérique de terme général a,z", pour
z € C fixe!!!

exemple 1. Pour tout z € C, si |z| < 1, la série numérique Z 2" converge.

On peut donc définir sur Pensemble D(0,1) = {z € C; |z| < 1} la fonction somme de la série entiére Z 2"

n>0
par :

S zr—)Zun, avec u, : z — 2" pour tout n € N.
n>0

Pour tout z € D(0,1), on a S(z Zz

n
exemple 2. Pour tout z € C, la série numérique Z o} converge, car d’aprés la régle de d’Alembert, pour
. !

z
Z#Oetan:—',ona
n!

z
n-+1

Ont1
Qp

n—-+0o

On peut donc définir une série entiére E — sur I’ensemble C comme étant la somme de la série de fonctions
n!

n>0
TL
E Up,y AVEC Uy, & 2 — —
n!’
n>0
+00  p
L’expression de sa somme sur C est S : 2z — E — = exp(z)
n!
n=0
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I.2 Rayon de convergence
[Proposition 1 (Lemme d'AbeI).]

Soient (ay,)nen une suite de CV et z, € C*.

Si la suite (a,zy) est bornée alors, pour tout nombre complexe z tel que |z| < |z, alors la série g anz"
est absolument convergente.

démonstration :
Soit M € R tel que : |a,2)| < M, Vn € N.
Pour z € C tel que |z| < |2/, on a pour tout n € N :

n

n
z z
n n
|an2"| = lan||zg] | —| < M|—
20 20
Donc par comparaison avec la série géométrique convergente de raison |—| € [0, 1], la série E a,z" est absolu-
20

ment convergente. [1.

lemme 2. Soient (a,)nen une suite de CN. L'ensemble {r € RT; la suite (a,7")nenest bornée} est un intervalle
de [0, +oo] contenant 0.

démonstration : pour rg tel que (a,r() est bornée, d'aprés le lemme d'Abel, pour tout p € [0, r[, la série Z app"
est bornée, donc son terme général tend vers 0, donc la suite (a,p") est bornée.

Ainsi [0,79] C {r € RT; la suite (a,r"),enest bornée}, donc cet ensemble est un intervalle, de la forme [0, R] ou
0,R[. O

n n
variante : pour tout n € N, |a,2"| = |a,||%)] <M

20

< M.O

z
20

[Définition 2 (Rayon de convergence).}

Soient (ay,)nen une suite de CY. On appele rayon de convergence de la série entiére Zanz” le
nombre R € R™ défini par :
R = sup {7“ € R*; la suite (a,7")nen est bornée}.

Notation 1. On note R (Z anx"> le rayon de convergence de la série entiére de la variable réelle Zana:”,

égal au rayon R < E anz”> de convergence de la série entiére de la variable complezre g ap 2"

[Proposition 3.}

Soit (ay)nen une suite de CV et R le rayon de convergence de la série entiére Z an,z".
1. Si z € C est tel que |z| < R alors Zanz" converge.

2. Si z € C est tel que |z| > R alors Zanz" diverge grossiérement.
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démonstration :

1. Dans ce cas, pour p €]|z|, R[, on a : |a,2"| = |an|p" x (|z|/p)" < K (|z|/p)", car par définition du r.c.v., la
suite (Ja,|p") est bornée par une constante K.

2. Dans ce cas, par définition du r.c.v., la suite (Ja,|z|") n'est pas bornée, donc ne peut tendre vers 0, donc la

série E a,z" diverge grossiérement.

Définition 3.

Soit (an)nen une suite de CV, et R le rayon de convergence de la série entiére Zanz”. On appelle

disque ouvert de convergence |'ensemble noté D(0, R) défini par :

D(0,R) ={z € C;|z| < R}

Remargue 2. Dans le plan complexe, il s’agit du disque ouvert de centre 0 et de rayon R. Pour tout z € D(0, R),

la série numérique g a,z" converge.

1.3 Séries entiéres de référence

(Proposition 4 (Série entiére géométrique).}

La série entiére E 2" a pour rayon de convergence R = 1.
n>0

+oo
1
Pour tout z € D(0,1), = "
our tout z (,)onal_z ngz

N 1 — N+l
démonstration : On passe par les sommes partielles : E 2" = N
—z

n=0

, quantité qui converge ssi |z| < 1. O

[Proposition 5 (Série entiére exponentielle).}

n

: . Z
La série entiére E — a pour rayon de convergence R = +00.
n!

n>0
+oo
z
Pour tout 2 € C, sa somme exp(z) = » =
n:
n=0

démonstration : Le cas z = 0 est immédiat, 0° = 1.
2" (n+1)!

2 /n

Dans le cas z # 0, on remarque que lim = 0 pour z # 0, donc on obtient I'absolue convergence

n—-+o0o
sur C. O
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I.4 Détermination du rayon de convergence

[Proposition 6 (HP 7 (a savoir redémontrer)).]

Soit (@, )nen une suite de CY et R le rayon de convergence de la série entiére E anz".

1. Si z € C est tel que Zanz” converge, alors R > |z|

2. Si z € C est tel que Zanz” diverge, alors R < |z|

C\{z | <R} A Tooeoies
GDV

démonstration : c'est la contraposée de la proposition précédente !

1. Si z € C est tel que Zanz" converge, lima,z" = 0 (sinon GDV), donc la suite (a,2"), est bornée, donc
par définition du rayon de convergence, R > |z|.

2. la contraposée de « Si z € C est tel que Zanz” diverge, alors R < |z| vest
« Si z € C est tel que R > |z, alors Zanz" converge »

Pour z € C tel que R > |z| et p €]|z]|, R[. Par définition du rayon de convergence, (a,p") est bornée par une
constante M > 0.
pour tout n € Non a :

n

<M

n

z z
P P
Donc par comparaison de séries numériques, Z a,z" est ACV donc CV. O

|an2"| = |anp”|
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I[.5 Reégle de d’Alembert des séries entiéres

[Proposition 7 (régle de d'Alembert des séries entiéres).}

Soit (@, )nen une suite de CY qui ne s’annule jamais, et R le rayon de convergence de la série entiére

E anz".

On suppose en outre qu'il existe ¢ € R U +oo tel que pour tout z € C* on ait : lirjra
n——+0oo

Qp+1
G,

=,

Alors le rayon de convergence de la série entiére E a,z" est :

1
—R:Zsiﬁe](),—l—oo[
- R=400sif{=0
-R=0si{=+0

démonstration :
) st Zn+1
lim |2 | =2
n—+4oo Ay AL ’ |
Soit z #0, et pourn € N, o, = a, 2".
.|
On a hm‘ P — .
n
Si |z| < 7 d'aprés la régle de d'Alembert pour une série numérique, la série Zan est ACV donc CV, donc
1
R>-.
4

Si |z| > 7 d’aprés la régle de d’Alembert pour une série numérique, la série Zan est GDV donc DV, donc

1
R< 7 O
Le cas ¢ = +oo donne un rayon de convergence 0.

Le cas ¢ = 0 donne un rayon de convergence +o0.
O

[.6 Comparaisons de rayons de convergence

[Proposition 8.}

Soient E a,z" et E b,z" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs R, et Ry. Alors :

i) si a, = O(by), alors R, > Ry;
ii) si a, ~ by, alors R, = Ry,

démonstration :

i) Il existe K tel que : Vn € N, |a,| < K|by,|.
Pour r € [0, Rp], la suite (b,r") est bornée par M, donc Vn € N, |a,r"| < K|b,r"| < KM. Ainsi, la suite
(a,r") est bornée, donc R, > r, donc R, > sup[0, R,[, d'ot R, > Ry.
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i) Si |an| ~ |bs|, alors a, = O(b,) et b, = O(a,), car le quotient a, /b, tend vers 1. on applique le point
précédent. [J

[Proposition 9.}

R (Z an:L’”> =R (Z nanx”)

dém Notons R le rcv de Zantn, et R’ celui de Znant”.

e Pour 7 € R™ tel que r < R, la suite (na,r") est bornée par une constante M > 0, on a pour tout n € N :

na,r" M : - I
la,r™| = Inanr”] < — ——— 0, donc la suite (a,r") est bornée, donc par définition du rcv, on a R > r. Ainsi

n n n—4oo

R > sup([0, R'[), donc .

e Pour r € R" tel que r < R, la suite (a,r") est bornée.
Pour tout p €]0, R[, la suite (a,p") est bornée par une constante M > 0, par définition du rcv.

on a pour tout n € N :

/r,/n/
n—/||a,p"| < M
pn

n

Ina,r"| = = exp(lnn + nln(r/p)) — 0, donc la suite (na,r™) est bornée, donc par
n—-+0o0

définition du rcv, on a R’ > r. Ainsi R’ > sup([0, R[), donc . O

r
n_
p

[Proposition 10.}

Pour o« € R, R <Z n“a:") = I.

dém Cas oo > 0 :
Notons R le rcv de Zant”, et ' celui de Znaant”.

e Pour 7 € R" tel que r < R/, la suite (n%a,r") est bornée par une constante M > 0, on a pour tout n € N :

na,r" M : ) e o
la,r"| = Inanr] < — —— 0, donc la suite (a,r™) est bornée, donc par définition du rcv, on a R > r. Ainsi
n n_ n—+oo

R > sup([0, R), donc |R > R'|

e Pour r € R" tel que r < R, la suite (a,r") est bornée.
Pour tout p €]0, R|, la suite (a,p") est bornée par une constante M > 0, par définition du rcv.

on a pour tout n € N :

n
anp"] < Mn®

«
n —
Y2

n

L exp(alnn+nln(r/p)) — 0, donc la suite (n%a,r™) est bornée, donc
n—-+00

In“a,r"| =

par définition du rcv, on a R > r. Ainsi R’ > sup([0, R|), donc .
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II. Séries entiéres de la variable réelle

II.1 Owuvert de convergence
Définition 4.

Soit (an)nen une suite de CV, et R le rayon de convergence de la série entiére Zanz”. On appelle
intervalle ouvert de convergence |'ensemble noté | — R, R[C R.

Remarque 3. Pour tout t €] — R, R|, la série numérique Zant" converge, la somme de la série de fonctions
CVS sur | — R, R|.

I1.2 Convergence normale et continuité de la somme

,—[Théoréme 11 (Convergence normale).}

“+oo
Soit Z a,t™ une série entiére de la variable réelle de rayon de convergence R, et f = Zun sa somme,
n>0 n=0
avec Vn € N, u,, : t —> a,t".
Alors pour tout segment K = [—r,r] C| — R, R|, pour 0 < r < R, la série de fonctions Zun converge
normalement sur K.

démonstration : Pour u, : t — ant”, on a ||unl|eo[—ry] = |an|r". d’aprés la propriété d’'absolue convergence sur le
disque ouvert de convergence, pour tout t € [—r,r|, la série Zanr” est ACV, donc Z |t ] o0,—r) CV. O

,—{Théoréme 12 (Continuité de la somme sur I'intervalle ouvert de convergence).} N

Soit E a,t"™ une série entiére de la variable réelle de rayon de convergence R > 0.

n>0
+o0
Alors sa somme f :t +— Z a,t" est définie et continue sur | — R, R|.
n=0

démonstration : La série des fonctions u,, : t — a, t" est une série de fonctions continues sur [—r,r| et qui
converge normalement, donc uniformément sur [—r, r]. Donc sa somme est continue sur [—r,r]. [J
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I1.3 Rayons de convergence et primitivation ou dérivation

[Corollaire 13.]

R (Z anx”> =R (Z nanx”_1>

n>0 n>1
l.nJrl
R Z a,x” | = R Z ann =
n>0 n>1

I1.4 Primitivation terme a terme

,—[Théoréme 14 (de primitivation terme a terme de la somme d'une série entiére).}

Soit E a,t" une série entiére (de la var. réelle) de rayon de convergence R, et f sa somme. Alors la série

n>0
tn+l
entiére E an, ] a un rayon de convergence R, et sa somme F' est la primitive de f valant 0 en 0.
n
n>0

+o0 Tl
Vx E} - R,R[, F(I) = ;ann——kl

—+00

De plus, toute primitive P sur | — R, R[ de f: =z +— Zanx” est de la forme :
n=0
+o0 Zntl
P xr—>P(O)—I—Z:ann+1

démonstration :

On va appliquer le théoréme d'intégration terme a terme pour une série de fonctions de la variable réelle en cas
de convergence normale, sur tout segment J = [—a,a] inclus dans | — R, R[, a la série de fonctions Zun avec
Vn €N, u, :t+— a,t".

i) Vn € N, u, est continue sur J car polynomiale.
ii) La série de fonctions Zun converge normalement donc uniformément sur J = [—r, r| car la série numérique

Z la,|r™ = Zsup{|ant"|; t € [—r,r]} converge, car r < R. normalement.

“+o00 +oo
’ ! :
On en déduit que S : z — / a,t" dt = an est définie et de classe C! sur J = [—a, al, et est la
q by 2t e
T +o0o +o0 T
frimitive de f qui s’annule en O : / ( ant”> dt = Z (/ a,t" ) dt, Vo € [—a,al .
0 n=0 n=0 0

D’aprés le théoréme fondamental, toute autre primitive de f est de la forme z — K —I—/ f(t)dt = K + S(z)
0
pour K e R. [
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I1.5 Dérivation terme a terme

lemme : Soit E a,t"™ une série entiére réelle de rayon de convergence R et de somme S,
n>0

Pour tout entier & € N, la série entiére Z apxnx(n—1)---x(n—k+1)xt"* (ou encore Z ﬁ
n R

n>k n>k
a pour rayon de convergence R.

|

n—k
!ant )

dém : par récurrence sur k > 1.

e Pour k = 1, on remarque que pour tout n > 1, t — a,t" est une primitive de ¢ — a,nt" !, donc d'aprés le

théoréme d'intégration terme a terme les r.c.v. de E apt™ et E na,t™ ! sont égaux.
n>1 n>1

e Supposons la propriété vraie pour un k > 1 fixé.

|
n' e .
Pourtout n > k+1, t = ————a,t" " est une primitive de ¢ — a, t" k1

(n—k)! (n—k.— 1)!

v N . ) . n! B
donc d’aprés le théoréme d'intégration terme a terme les r.c.v. de Z ——a,t" Fetde Z
(n—k)!
n>k n>k+1
sont égaux. L.

1

n!

(n—k—1)!

a tn—k—l
n

,—[Théoréme 15 (de dérivation terme a terme de la somme d'une série entiére).J

Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence R, et S sa somme. Alors

n>0
1) S:] — R, R[— C est dérivable sur | — R, R| et
+oo +00
Vt €] = R,R[|S' () =D nant"™" = (m+ ampt™|
n=1 m=0
2) S est de classe C*° sur | — R, R| et pour tout k € N, on a :
Gy N~ e NS (mAR)
(t) = Z mant = Z Tam+kt
n=~k m=0
démonstration : Soit J = [—a,a] C] — R, R.

On applique le théoréme de dérivation terme a terme vu pour des fonctions de la variable réelle :

t— g na,t™ ! est |'expression d'une série de fonctions de classe C! qui converge normalement sur J. On peut

n>1
donc dériver terme a terme.

Une récurrence directe donne la forumle des dérivations successives. [J

Remarque 4. L’étude des propriétés de la somme au bord de l'intervalle ou du disque de convergence n’est pas

un objectif du programme.
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I1.6 Développement en série entiére
[Définition 5.]

Une fonction f : I — C définie sur un intervalle I contenant 0 est dite développable en série entiére s'il
existe un réel 7 > 0 et une suite (a,) € C" tels que :
| —rr[C1et

“+oo
veel—rrf, f(t) =) ant"
n=0

[ Proposition 16 (unicité du DSE). |

Soit S la somme de la série entiére Zanz" de rayon de convergence R > 0. On a : Pour tout n € N,

B S(”)(O)
"ol
+oo
En particulier, si f :t — Zant” est DSE sur un intervalle non vide | — r, [, avec R < 0 et
n=0

si f(t) =0, Vt €] — R, R], alors "v’n €N,a,=0

démonstration : On calcule S™ en t = 0, en remarquant que 0° = 1 et 0¥ = 0, Vk € N*. 0.

[Définition 6.]

Si f : I — C est définie et de classe C* sur un intervalle I contenant 0, sa série de Taylor est la sériede

fonctions Z[t — f(n)(o)t”].

n!

n>0

Remarque 5. Toute fonction DSE sur | — r,r[ y est la somme de sa série de Taylor, au vu de I'expression des
coefficients du DSE.

II.7 DSE géométriques et conséquences
[Proposition 17.]

. 1 . .
La fonction f : ¢ +— — est développable en série entiére sur | — 1, 1] et

1 =
\V/t 6} —1,1[, 1——t :Ztn
n=0
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dém : on reconnait une série géométrique.
+o00o

Par intégration terme a terme : —In(1 —¢) =
p=0

tPT 1

p+1

, pour tout ¢ €] — 1,1[

1
En échangeant t et —¢ : 11 = Z(—l)ptp, pour tout t €] — 1,1[

I1.8 Solutions DSE d’équations différentielles

8.a) DSE de ’exponentielle
[Proposition 18.}

. t"
La fonction f: ¢t +—— exp(t) = Z — est développable en série entiére sur R.
n!

n=0
De plus elle vérifie I'équation différentielle ¢’ = y, avec la condition initiale (0) = 1, donc

tn
Vt € R, e = exp(t) = Z —

n!
n=0

dém : on reconnait une série exponentielle. On sait que le rayon de convergence est +o0c. le théoréme de dérivation
terme a terme montre que pour tout t € R, donne

+0 n +oo 1 +oo m
dtzn' Zdtn' nzn—l) _7;]%'

Le calcul est dlrect pour t =0, f(0) =0°/0! = 1.

8.b) DSE via équations différentielles

Pour trouver des solutions d’une équation différentielles y”(t) = a(t)y’ + b(t)y +c(¢), il peut étre utile de procéder

par Analyse-Synthése de la maniére suivante :
+oo

e On suppose qu'il existe une soltuion f : t — Zant” DSE sur | — r,r[ pour un r > 0 inconnu.
n=0

En remplacant y(t) par Z a,t", y'(t) par Znant”_l et y"(t) par Zn(n — 1)a,t™ 2, dans I'équation différen-
n=1

n=2
400

tielle, puis en faisant des regroupements SELON les puissances croissantes de ¢, on obtient cht" =0, et

n=0
par unicité du DSE, ¢, = 0,Vn € N, ce qui donne une condition nécessaire sur la suite (a,).

(il y a donc unicité du type de solutions DSE sous réserve de convergence sur un ouvert non vide.)
e on vérifie que pour une telle suite (a,), le rayon de convergence R vérifie R > 0. Si tel est le cas, cela suffit a
dire que I'expression candidate précédemment obtenue est bien DSE sur un intervalle non vide contenant 0.

exemple 3. Rechercher les solutions DSE de
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[Proposition 19.]

Soit & € R. La fonction f : t — (1 +¢)* est développable en série entiére sur | — 1, 1] et

+oo
o ala—1).. (a—n+1)
Vel —1,1], (1+1) _1+Z1 ~
dém : On remarque que f est solution de 3 = %_}_ty, avecla condition initiale y(0) = 1.
Analyse : supposons f DSE sur un intervalle | — r,r[ : Vt €] — 7, 7], Zant” et f'(t Znant" !

nécessairement, Vt €] — r r[ ona:

(14+t)f'(t) — af(t) Znant" l—f—Znant” Zaant”—() doncz (n+ 1Daps1 — (@ —n)a,)t" =0

. a—n
donc par unicité du DSE, a,, ;1 = ( )an.
n+1
. , . a—k+1 n a—kFk+1
par récurrence, on a nécessairement a,, = ag H — et comme ap =1, a,, = H — Vn eN
k=1 k=1
Synthése :
) : . N Ja—k+1 N X
On détermine que le rayon de convergence de la série entiére ZH — est R =1, d'aprés la regle de
n k=1
d'Alembert,
ala—1)...(a—n+1 an, o —nllt ) .
car pour t # 0 et a, = ( ). )t”, on = | [ |t], caril y a ACV si |t| < 1,
n! an n n—+00

et GDV si |t > 1.
Donc la fonction ¢t —— (1 + ) est bien DSE sur | — 1,1[, car coincide avec la solution DSE précédente, par
unicité dans le théoréme de Cauchy Lipschitz. [
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8.c) DSE de référence

Par intégration, dérivation terme a terme, on obtient a partir t — ——

1-— t
1 X g
—_— = , pour tout t €] — 1,1] n(l + = — ||, pour tout t €] —1,1]
; tP In(1+¢ ( )
- p
p=1
1 > 1
—t — Z(_l)l’tl’, pour tout ¢ €] — 1, 1] 11’1(1 —t) = — E' pour tout t € [—1,1]
p=1
1 +o00 +00 (_1)pt2p+1
T 2 = Z(_l)PtQP, pour tout ¢ €] — 1,1] AI‘CtaIl(t) = Z W , pour tout t € [—1,1]
p=0 p=0
1 +OO +OO t2p+1
2 Z t2p, pour tout t €] — 1,1] Argth(t) = 2 2p n 1’ pour tout t € [—1,1]
Par combinaisons linéaires a partir du développement de ¢ — exp(t) :
400 k
, pour tout £ € R = Z /{3' , pourtout t € R, avec z € C fixé
k=0
Foo Loptl
oo 2p+1 tr
—1)P ¢2 —
Slnt:Z—<(2p)+1)' , pour toutt € R Sht_Z(Qp—l—l)' ' pourtouttER
—0 ) p=0
400 2 too 49
(_1)10 12p 2P
COSt:Z— , pourtoutteR Cht:Z , pourtoutteR
| _— | ===
= () = (2p)!

Par résolution d'une équation différentielle, on obtient ¢ — (1 + ¢)“, et par primitivation :

S @2n—1)  (2n)
.- (2n)  (2"n!)?

1 <X (2n)!
ala—1) (a—n+1) :1+Z " 11
—i—t -1+ ’ 3 , pour tout t €] — 1,1]
(1 Z | V19—t = (2"n!)
1-
2.4

(car

)

pour tout t €] — 1, 1], pour « réel fixé

} : " 42n : Z+Oo (2n)! ¢t

m Z”n' t Vel =LAl Aresin(t) =t + (2”n')2 m+1 veel =L
+°° ont1

—_1 — 1+ ;(—1) (Q”n!)Qt , Vte]l-1,1] Argsh(t) =t + ng_l (Q”n!) S vt el —1,1]

N.B. : seuls les DSE encadrés et les rayons de convergences correspondants sont exigibles du programme PC
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III. Continuité, sommes ou produits de séries entiéres

IT11.1 Continuité

[Proposition 20 (Continuité de la somme sur le disque ouvert de convergence (admis)).}

+00
Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors la somme S : z — E a,z" est

n=0

continue sur D(0, R).

démonstration : admis, preuve HP...

Soient z € D(0, R), et & > 0. Soit p €]|z0, R], et ng € N tel que VN > ng, [[Sy — Sllso.niop) < %

La fonction S,,, étant continue en z, il existe un 0 < n < |R—|z2o| tel que Vz € D(z0,7), |Sny(2) — Sny(20)] <

Mais alors pour un tel et z €]xg — 1,2 + 1[N, on a :
15(2) = S(20)| < [S(2) = Sn(2)| + |Sn(2) = Sn(20)] + |Sv(20) — S(20)]

-~ -~

~
<e/3 <e/3 <e/3

Ve >0, In > 0; Vz € D(20,m), |S(2) — S(z0)| < e, donc S est continue en zy, pour tout z € D(0, R). O

=S5 =
- \\
/”’ \\\
-7 D0, R) ~.
N
7
. A
’ AT TS N
7 P ~
’ 3 2 D(z0,7m) \ N
/
/ ! \ \
’ | 20 \
) \
’ ! \
/ 2 \ ! \
1 \ / \
1 \ // \
ll 1 ~ - \
|20l \
4 1
1
! 0 !
b 4 3 2 1 1 2 3 4 5
|
\ l'
\ -l A
b 1
A 1
A /
\ 2 ’
¥ 7/
\ R A
A /
\ -3 4
A 7
N e
N ’
A e
N 4
S 7
~ -
~ -
~ -
~<_ _-
~~_~5___—’
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II1.2 Somme
[Proposition 21.}

Soient E an,z" et E b,z" deux séries entiéres de rayons de convergences respectifs R, et R;. Alors la

série entiére somme est la série E (@, + b,)z" et son rayin de convergence R vérifie I'inégalité :

R Z min(Ra, Rb)

En outre, il y a égalité si R, # R,.

+00 +00 +00
Enfin, Vz € D(0, R), Z(an + b,)2" = Zanz" - anz”
n=0 n=0 n=0

démonstration : Pour r < min(R,, Ry), les suites (a,r") et (b,r™) sont bornées, donc ((a, + b, )r") est bornée,
donc R > sup([0, min(R,, Rp)[) = min(Rq, Rp).

Si R, < Ry, pour r €]R,, Ry[, la suite (a,r") est bornée, mais la suite (b,r") n'est pas bornée, donc la suite
((an, + by)r™) n'est pas bornée, donc R < r, donc R < sup([0, min(R,, Rp)[) = min(R,, Ry).

La formule est celle de la somme de séries numériques convergentes. [

II1.3 Produit de Cauchy
[Définition 7.}

Etant données deux séries entiéres Z a, 2" et anzn, leur produit de Cauchy est la série entiére

n>0 n>0
n
E cp2" de terme général ¢, = E apbp_1 = E ayb,
k=0 PgEN; p+g=n

[Proposition 22 (Rayon de convergence du produit de Cauchy de deux séries entiéres).}

Etant données deux séries entiéres g a,z" et E b,z" de rayons de convergence respectifs R, et Ry, le
n>0 n>0

rayon de convergence RR. de leur produit de Cauchy Z cnz" vérifie R, > min(R,, Ry).
En outre, pour tout z € C tel que |z| < R., on a:

k
0

+o0 +o0 +oo e
Z cr2® = Z (Z apbk_pzk> = (Z apzp> (Z quq>
k=0 k=0 \p= p=0 q=0

+oo
démonstration : pour tout z € C tel que |z| < min(R,, Ry), les séries numériques Zapzp et quzq sont ACV.

p=0 q
k k
. . . L, T P k—p __ k
Leur produit de Cauchy est donc lui aussi ACV, et son terme général d'indice k est » a,2Pbp_p2" 7 = ) apbp_p2".
p=0 p=0
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U
<X X (22)™ _ )
exemple 4. exp(z) = Z — et exp(2z) = Z sont les sommes de deux séries entiéres de rayon de
n!

m=0
convergence 1nﬁn1 Leur produ1t de Cauchy a le méme rayon de convergence R. = +00, et pour somme :

— " s —m m <X (32)*
ZZ (s —m)! m! :;Ez})(m)zs 22" ome Z;(s!) = exp(32)

bindme Newton
n=0 m=0 s=0 m=0

On a exp(x + y) = exp(z) X GXP(Q)

Remarque 6. méme si R, # Ry, il n’y a pas de résultat général pour le calcul de R..
le" a pour rcv R, = 1, anz", avec by = 1,b1 = —1,b, = 0,Vn > 2 a pour rcv R, = 400 et leur

produit de Cauchy Z cp2" a pour rev r. = +00 avec ¢g = aghg = 1, et ¢,, =0, Ym > 1.

Ch.09 Séries entiéres 17/19



Maths

Séries entiéres. PC h préparatoires
Mﬂpger scientifiques

Lycée Brizeux

NOUVEAU Programme PC 2022 :
3.a) C - Séries entiéres
Les objectifs de cette section sont les suivants :

— étudier la convergence d'une série entiére et mettre en évidence la notion de rayon de convergence;
— étudier les propriétés de sa somme en se limitant a la continuité dans le cas d'une variable complexe ;
— établir les développements en série entiére des fonctions usuelles.

Les séries entiéres trouveront un cadre d'application dans la notion de fonction génératrice en probabilités.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Rayon de convergence

Série entiére de la variable réelle, de la variable complexe.
Lemme d’Abel :
si la suite (a,zy) est bornée alors, pour tout nombre

complexe z tel que |z] < |zo], la série g a,z" est ab-
solument convergente.

Rayon de convergence R défini comme borne supérieure
dans [0, +oc| de I'ensemble des réels positifs 7 tels que
la suite (a,r™) est bornée.

Intervalle ouvert de convergence.

Disque ouvert de convergence.

Avec R, (resp. R;) le rayon de convergence de Z a,z",
(resp. anz”) ;

— sia, = O(by,), alors R, > Ry ;

— sia, ~ b, alors R, = Ry.

Application de la régle de d'Alembert pour les séries nu-
mériques au calcul du rayon.

Rayon de convergence de la somme et du produit de
Cauchy de deux séries entiéres.

La série E a,z" converge absolument si |z| < R, et elle

diverge grossiérement si |z| > R.

Pour « € R, R (Z nax"> =1.

Le résultat s'applique en particulier lorsque a,, = o(b,,).

|an+1 |

La limite du rapport peut étre directement utili-

[an]

b) Régularité de la somme d'une série entiére de la variable réelle

Convergence normale d'une série entiére d'une variable
réelle sur tout segment inclus dans I'intervalle ouvert de
convergence.

Continuité de la somme sur |'intervalle ouvert de conver-
gence.

Primitivation d'une série entiére d'une variable réelle sur
I'intervalle ouvert de convergence.

Caractére C™ de la somme d'une série entiére d'une va-
riable réelle sur I'intervalle ouvert de convergence et ob-
tention des dérivées par dérivation terme a terme.

Ch.09 Séries entiéres

L'étude des propriétés de la somme au bord de I'inter-
valle ouvert de convergence n’est pas un objectif du pro-
gramme.

Relation R (Z anx”> =R <Z na,@").
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Expression des coefficients d'une série entiére de rayon
de convergence strictement positif au moyen des dérivées
successives en 0 de sa somme.

c) Développement en série entiére au voisinage de 0 d’une fonction d’une variable réelle

Fonction développable en série entiére sur un inter-

valle |—r, r].

Série de Taylor d'une fonction de classe C™°. Formule de Taylor avec reste intégral.

Unicité du développement en série entiére.

Développements des fonctions usuelles. Les étudiants doivent connaitre les développements en

série entiére des fonctions : exponentielle, cosinus, sinus,
cosinus et sinus hyperboliques, arctan, x — In(1+x) et
z = (14 2)

Les étudiants doivent savoir développer une fonction en
série entiére a I'aide d'une équation différentielle linéaire.
L'unicité de la solution d'un probléme de Cauchy adapté
sera explicitement admise.

d) Séries géométrique et exponentielle d'une variable complexe

Continuité de la somme d’une série entiére de la variable La démonstration est hors programme.
complexe sur le disque ouvert de convergence.

Développement de ] sur le disque unité ouvert.

Développement de exp(z) sur C.
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