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Premiers exemples
exemple 1 (Transformée de Fourier).

A~ +OO .

f(é) = f(t)e %" dt, pour f € L'(R,R).

festde classe c! surR, ondominantparp : ¢t — |f(t)]

Par IPP f"(§) = i€ f(€)
exemple 2 (Transformée de Laplace).

—+o00
Lf(p) = f(t)e Pt dt, pour f € L'(R*, R).
0
P e S ° oy ¢

I. Theoreme de Continuite

f-[Théoréme 1 (de continuité d’une intégrale a parametre (admis, preuve non exigible)).] \

Soient A et I deuxintervallesdeR,et f : A x I — K, (z,t) — f(x,t) telle que:

i) pourtoutz € A, f,o: 1 — K, t — f(z,t) est continue par morceaux sur /;
(f cont. p. morc. % a t)

ii) pourtoutt € I, for: I — K, o — f(x,t)est continue sur A;  (f continue % 3 )
iii) il existe une fonction ¢ : I — R continue par morceaux, positive et intégrable sur ] telle que:

V(z,t) € AxI, [f(x,t)] < o(t)

(hypothése de domination de f(x, ®) par une fonction intégrable % a t)

Alors la fonction|g: A — K, . +— /f(:z:, t) dt est continue sur A.
I

Remarque 1. ii) et iii) assurent 'intégrabilité de ¢ — f(x,t), pour tout x € A fixé.

démonstration : (non exigible)

idée : pour (x,,) une suite réelle qui converge vers = € I fixé, on introduit la suite de fonctions (u,,) définie par:

Vn € Nyu, 1 t — f(x,,t).

La suite (u,) est une suite de fonctions continues par morceaux sur I et intégrables, qui converge simplement
versu : t — f(z,t),ettellequeVn € N, Vt € I, |u,(t)] < ¢(t),doncd’apres le théoréme de convergence dominée,

ona lim /un(t) dt = /u(t) dt,i.e. g(z,) —— g(x).O
n—-+o0o I I n—-+0o00

Généralisation : domination locale compacte :

Lorsque ’hypothese de domination de f est vérifiée sur toute partie de la forme K x I avec K segment de A, par

une fonction ¢, la conclusion reste vraie : g est alors continue sur tout segment K de A, donc sur A.

on peut remplacer iii) par ’hypothése moins forte iii’) :
iii’)Pour tout segment K = [u,v] de A, il existe une fonction px : I — R continue par morceaux, positive et
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intégrable sur I telle que : pour tout (z,t) € [u,v] x I, |f(x,t)] < ().

(hypothése de domination sur tout segment K de A de f(x, ) par une fonction intégrable % t)

+oo 1
exemple3. g:| — 1, +o0|— R; x»—>/ dt
P 91 | o V9I+az+(t?2+1)(2+ cos(t))

est continue.

Il suffit de considérer v : t — .
v 1+ 12

“+o00
exemple 4. I :|0, +oof, = — / t* et dt
0

Est continue, par domination pour x € [a,b] par ¢ : t — max(t* ‘e, t*"'e™") continue positive intégrable.

Il. Théoréme de convergence dominée a paramétre continu

F[Théoréme 2 (de convergence dominée a paramétre continu ).}

Soient A et I deux intervallesde R, a unebornede A,et f : A x I — K, (x,t) — f(x,t) telle que:
i) Pourtoutt € I, f(x,t) — £(t)
T—a

ii) Pourtoutz € A,t — f(x,t) ett — £(t) sont continues par morceaux sur /

iii) il existe une fonction ¢ : I — R intégrable sur [ telle que:

V(z,t) € Ax I, |f(z,t)] < o(t)

Alors la fonction ¢ est intégrable sur I et /f(:c, t)ydt — [ £(t) dt.
I

T—ra I

Remarque 2. On remarque qu’il s’agit d’une simple extension du théoreme relatif aux suites de fonctions.

—xt

t2

exemple 5. / : [0, +oo[x[1, +o0[—= R; (z,t) — ©
lim h(z,t) =0

T—+00
—xt

. e
Domination:

1 )
< o qui ne dépend pas de z.

t2

+o0 +oo
On obtient lim h(z,t)dt = / 0dt=0
1

T—+00 1

Ch.09 Intégrales a paramétre 3/8



Intégrales a paramétre I PC bréparatoires
MathS scientifiques

M Koger Lycée Brizeux

IIl. Dérivabilité

r—[Théoréme 3 (de dérivation d’une intégrale a parametre (admis, preuve non exigible)).}

Soient A et I deuxintervallesdeR,et f : A x [ — K, (z,t) — f(x,t) telle que:

i) pourtoutz € Alafonction f,o:1 — K est continue par morceaux intégrable sur
t —  f(x,t)

I

ii) Pourtoutt € I,z + f(x,t)estdeclasseC' sur A;

of

iii) pourtoutz € A lafonction (83;

)x. I — K est continue par morceaux sur /;

t — %(m,t}

iv) il existe une fonction ¢ : I — R positive , continue par morceaux et intégrable sur I telle que:
of

—(z, t)| < (t).
(@, t)| < ()

X - 9 S
(hypothese de domination de 6—f (z, ®) parune fonction intégrable % t)
X

pour tout (x,t) € A x I,

Alors la fonction |g: A > K, z — /f(:z:,t) dt estdeclasseC' sur A| et pour tout + € A on a
I

g (z) = : %(x,t) dt|.

I . . 7’ o ’ a . ’
Remarque 3. iii) etiv) assurent 'intégrabilite de t — 8—f(x, t), pour tout z € A fixé.
x

Remarque 4. Généralisation : domination locale compacte :
Lorsque I’hypothése de domination est vérifiée sur toute partie de la forme K x I avec K segment de I, par une
fonction o, la conclusion reste vraie!
iv) peut étre remplacée par iv)’) « Pour tout segment K = [a, b] C A, il existe une fonction
or : I — R positive , continue par morceaux et intégrable sur [ telle que:

%w)' < or(t)r

On obtent la classe C* sur tous les segments K de A donc sur A.

pour tout (x,t) € [a,b] x I,

démonstration : (non exigible)
g(z) — g(a)
r —a

of .
/I%(x,t)dt sizx=a

On va montrer que 7" est continue en a.
pour (z,,) une suite réelle qui converge vers a € A fixé sans jamais l’atteindre, on a par linéarité :

T(xn) = /hn(t) dt, ol by : 1y LZ D) = (@)

T Tpn — Qa

six#a

Soienta € A, T : x —
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: : : . , 0
La suite (h,,) est une suite de fonction continues par morceaux, elle converge simplement vers ¢ a—f(x, t) (par
X
définition des dérivées partielles).

0 0
Il existe n > 0 tel que pourtoutx € [a — n,a + ), |h,(t)] < ||z — a—f(x,t)lloo,[an,am <2 'G—f(a,t)‘ tet =
T X
1d . 1d . a
©(t), par inégalité des accroissements finis et continuité de 2 — —f(x, t).

mais alors, d’apres le TCD, lim t)dt = /81: z,t)dt,i.e. T(x,) —— T(a).O

n—-+00 n—-+0o

F[Théoréme 4 (de dérivations successives d’une intégrale a parametre (admis, preuve non exigible)).]—

Soient A et I deux intervalles de R, k un entier naturel,et f : A x I — K| (z,t) — f(x,t) telle que:

i) pourtoutx € Alafonction f,o:1 — K est continue par morceaux intégrable sur
t —  f(z,1)

5

ii) Pourtoutt € I,z +— f(x,t)estde classe C" sur A;

& I K
iii) pour tout i € [L,k] et tout + € A la fonction \9zi) - — est

o'f
t — e (z,t)

continue par morceaux sur /;

iv) il existe une fonction ¢ : I — R positive , continue par morceaux et intégrable sur  telle que :

k
T @0 < (0

k

(hypothese de domination de la dérivée partielle k-eme % a «, 8—{ (z, @), par une fonction intégrable % t)
X

pour tout (z,t) € A x I,

Alors la fonction |G : A =K, =z — /f(x,t) dt est de classe C¥ sur A | et pour tout z € A on a
I

G (z) = gf(x t)dt|, Vi € [1, k].
xl

démonstration : par récurrence sur k > 1.0
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Application a la fonction I :
On pose A =0, +00[, I =]0,+ocoletz: A x I = R, (z,t) — e@ Dint=t,

I — K

t —

En0, z,.4(t) o t*~1, avecx — 1 > —1 donc par comparaison et d’aprés le cours sur les intégrales de Riemann,
_}

2z €stintégrable en 0.
En +00, 2, o (%) = 2 par croissances comparées, donc par comparaison et d’aprés le cours sur les intégrales
t—

de Riemann, z, . est intégrable en 0.

[i)] pour tout x € Alafonction z,, : o(e—1)Int—t est continue donc continue par morceaux sur /;

[ii)] Pourtout? € I,z — 2(w,t) estde classe CFsurA;

7

On calcule —=
ox?

(z,t) = (Int)"t*'e " pouri € [1,k] etx,t > 0 (par récurrence suri).

i

2 .
(z,t) est continue par morceaux sur /;

Tt

[iii)] pour tout i € [1, k] ettout = € A la fonctiont —

[iv)] Pour K = [a, b] C]0, +o0],
Onapourz € [a,b]ett > 0:

8kf r—1_— YR K
%(x’t)‘ = |Int/* " te™ < @k (t), oli l'on pose pg (t) = {
La fonction ¢ : I — R est positive , continue par morceaux.

Xz
——1
En0, pr(t) ~ = HInt|k =, o(t2 ,cart®?|Int|* — 0,avecz/2—1 > —1donc par comparaison et d’apres
— — —
le cours sur les intégrales de Riemann, px est intégrable en 0.
En oo, pi(t) = 2 par croissances comparées, donc par comparaison et d’aprés le cours sur les intégrales
_>
de Riemann, ok est intégrable en 0.
Ainsi ¢ est intégrable sur I.

On en déduit que I est de classe C" sur (tout segment K de) A et que:

+oo
Vo >0, V¢ > 0,TW(t) = / (Int)kt==tet dt
0
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CAPACITES & COMMENTAIRES

f) Régularité d’une fonction définie par une intégrale a paramétre

Pour lapplication pratique des énoncés de ce paragraphe, on vérifie les hypothéses de réqularité par rapport a x et de
domination, sans expliciter celles relatives a la continuité par morceaux par rapport at.

Théoréme de continuité :
si A et I sont deux intervalles de R et f une fonction
définie sur A x I, telle que:
— pourtoutt € I,z — f(x,t)est continue sur A;
— pourtoutz € A,t — f(z,t) est continue par
morceaux sur I ;
— il existe une fonction ¢ intégrable sur I, telle que
pour tout (x,t) € A x I,onait|f(x,t)] < p(t);
alorslafonctionz — /f(x,t) dt est définie et continue

I
sur A.

Théoreme de convergence dominée a paramétre
continu:
si A et I sontdeuxintervallesde R, a une borne de A et
f une fonction définie sur A x I telle que::

— pourtoutt € I, f(x,t) — 0(t);

— pourtoutx € A,t — f(x,t)ett — ((t) sont
continues par morceaux sur [;
— il existe une fonction ¢ intégrable sur I, telle que
pour tout (z,t) € A x I,onait|f(z,t)] < p(t);
alors ¢ est intégrable sur I et :

/If(x,t)dt—>

r—a I

0t .
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En pratique, on vérifie ’hypothése de domination sur
tout segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés
a la situation.

On remarque qu’il s’agit d’'une simple extension du
théoréme relatif aux suites de fonctions.
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CONTENUS

Théoreme de dérivation :
si A et I sont deux intervalles de R et f une fonction
définie sur A x I, telle que:
— pourtoutt € I,z + f(x,t) est de classe C' sur
A,
— pourtoutz € A,t — f(x,t)estintégrablesurI;

— pourtoutz € A,t — 8—(x,t) est continue par
i
morceaux sur [ ;

— ilexiste une fonction ¢ intégrable sur I, telle que

pourtout (x,t) € AxI,onait %(m,t)‘ < p(t);
T

alors la fonction g : = — /f(:z:,t)dt est de classe C*
I

sur A et vérifie :

0
Vre A g(z) = /Ia—i(x,t) &,

Extension a la classe C* d’une intégrale & paramétre,
R o o*
sous hypothese de domination de t — 8—{;(:1:,15) et
T
j

d’intégrabilité des ¢t — %(w,t) pour0 < j < k.
T

CAPACITES & COMMENTAIRES

La démonstration n’est pas exigible.

En pratique, on vérifie ’hypothése de domination sur
tout segment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés
a la situation.

Exemples d’études de fonctions définies comme inté-
grales a parameétre : régularité, étude asymptotique,
exploitation d’une équation différentielle élémentaire.
Lunicité de la solution d’un probléeme de Cauchy
adapté sera explicitement admise.
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