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I. Limite d'une fontion

I.1 Notion de point adhérent

Soit ∆ une partie de E. Un point A ∈ ∆ est dit point adhérent à ∆ si

∀ε > 0, B(A, ε) ∩∆ 6= ∅

Dé�nition 1.

Pour D ⊂ E, l'adhérene de A, notée
A

ou Adh(A) est dé�nie par
D = {x ∈ E; x adhérent à D}

Dé�nition 2.

D ⊂ D.

I.2 limite d'une fontion vetorielle

Soient (E, ‖ ‖E) et (F, ‖ ‖F ) deux espaes vetoriels normés, ∆ une partie de E, et A ∈ E un point

adhérent à ∆. Une appliation f : E → F admet une limite L en A si :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀X ∈ ∆, ‖X − A‖
E
≤ η ⇒ ‖f(X)− L‖

F
≤ ε

Si tel est le as on note ela lim
X→A, X∈∆

f(X) = L ou f(X) −−−→
X→A

L

Dé�nition 3 (Limite).

Remarque 1. Cela ne dépend pas du hoix de la norme ‖ ‖ sur E en dimension �nie : elles sont toutes équivalentes !

I.3 Limite séquentielle

En dimension �nie, la notion de limite ne dépend pas de la norme hoisie.

Proposition 1.

démonstration : elles sont toutes équivalentes ! �

Soient (E, ‖ ‖E) et (F, ‖ ‖F ) deux espaes vetoriels normés, A ∈ E,ℓ ∈ F et f : E → F .

Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. lim
X→A

f(X) = ℓ

2. Pour toute suite (Xn) ∈ En
telle que lim

n→+∞
Xn = A, on a lim

n→+∞
f(Xn) = ℓ.

Proposition 2 (Caratérisation séquentielle).
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démonstration :

• 1) ⇒ 2) :
Supposons 1). Pour (Xn) une suite qui onverge vers A.

Soit ε > 0 ; on sait qu'il existe η > 0 tel que : ∀X ∈ D, ‖X − A‖E ≤ η ⇒ ‖f(X)− ℓ‖F ≤ ε
Mais omme il existe N ∈ N tel que : ∀n ≥ N, ‖Xn −A‖E ≤ η, on obtient :

∀n ≥ N, ‖f(X)− ℓ‖F ≤ ε, don lim
n→+∞

f(Xn) = ℓ

• 1) ⇒ 2) : On va démontrer la ontraposée :

� NON f(X) −−−→
X→A

ℓ �⇒ � il existe une suite (Xn) onvergente vers A telle que (f(Xn)) ne onverge pas vers

ℓ �
Supposons que f(X) ne tend pas vers ℓ lorsque X → A. En niant la dé�nition de limite, on obtient l'existene

d'un ε > 0 tel que :

∀η > 0, ∃x ∈ D; [‖X −A‖E ≤ η et ‖f(X)− ℓ‖F > ε]

En partiulier, on posant η =
1

n
, pour n ∈ N

∗
, on obtient :

∀n ∈ N
∗, ∃Xn ∈ E; [‖Xn −A‖E ≤

1

n
et ‖f(Xn)− ℓ‖F > ε]

Mais alors la suite (Xn) onverge vers A, alors que la suite f(Xn) ne peut onverger vers ℓ. �.

I.4 Opérations sur les limites

Soient E, F,G des K- e.v. de dimension �nie, a ∈ E, b, c ∈ F .

Si f(X) −−−→
X→a

b et si g(X) −−−→
X→a

c, alors pour tout λ ∈ K,

λ g(X) + f(X) −−−→
X→a

λ c+ b

Proposition 3.

démonstration : OK pour les suites, d'après le ours de PCSI. La preuve est identique, ave des normes �

Soient E, F,G des K- e.v. de dimension �nie, a ∈ E, b ∈ F , c ∈ G.

Si f(X) −−−→
X→a

b et si g(Y ) −−−→
Y→b

c, alors

g(f(X)) −−−→
X→a

c

Proposition 4.

démonstration : OK pour les suites, d'après le ours de PCSI. La preuve est identique, ave des normes �
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II. Continuité d'une fontion

II.1 Dé�nition

Soient (E, ‖ ‖E) et (F, ‖ ‖F ) deux espaes vetoriels normés, ∆ une partie de E, et A ∈ E un point

adhérent à ∆.

Une appliation f : E → F est dite ontinue en A si :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀X ∈ ∆, ‖X − A‖
E
≤ η ⇒ ‖f(X)− f(A)‖

F
≤ ε

Dé�nition 4 (Continuité).

Soient (E, ‖ ‖E) et (F, ‖ ‖F ) deux espaes vetoriels normés, et A ⊂ E.

Une appliation f : E → F est dite ontinue sur A si elle est ontinue en tout point de A

Dé�nition 5.

exemple 1. f : R2 → R; (x, y) 7→ e

x + y est ontinue sur R
2
.

exemple 2. f : R → R
3; t 7→ (cos(t), sin(t), t) est ontinue sur R.

II.2 Continuité en dimension �nie

Remarque 2. Si E et F sont des R-espaes vetoriels de dimensions �nies, alors ‖ ‖
E
est équivalente à ‖ ‖E,∞

et ‖ ‖
F
est équivalente à ‖ ‖F,∞.

En partiulier, il existe deux onstantes K > 0 et C > 0 telles que :

∀x ∈ E, ‖x‖E,∞ ≤ K‖x‖
E
et ∀y ∈ F, ‖y‖F,∞ ≤ C‖y‖

F

Don si f de (E, ‖ ‖
E
) vers (F, ‖ ‖

F
) est ontinue, pour tout ε > 0, en prenant η′ assoié à ε′ = ε/C, on a :

si ‖X − A‖E,∞ ≤ η′/K, alors ‖X − A‖
E
≤ η , don ‖f(X)− f(A)‖F,∞ ≤ C‖f(X)− f(A)‖

F
≤ ε

Ainsi ‖X − A‖E,∞ ≤ η′/K ⇒ ‖f(X)− f(A)‖
F
≤ ε

On en déduit que la notion de ontinuité ne dépend pas des normes hoisies

Soit f : Rp → R
n, (x1, . . . , xp) → (f1(x1, . . . , xp); . . . ; fn(x1, . . . , xp)), et (fi)1≤i≤n ses omposantes.

Alors f est ontinue sur R
n
si et seulement si ses omposantes le sont.

Théorème 5.

démonstration : le résultat est vrai pour R
n
muni de la norme in�nie ‖y‖∞ = max

1≤i≤n
|yi|

exemple 3. f : R2 → R; (x, y) 7→ e

x + y est ontinue sur R
2
.

II.3 Fermés bornées, et bornes atteintes

Soit ∆ une partie de E est dite fermée si ∀x /∈ ∆, ∃ε > 0;B(x, ε) ∩∆ = ∅

Dé�nition 6.
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Une partie F est fermée ssi ssi toute suite (un) ∈ FN
onvergente véri�e lim

n
un ∈ F .

Proposition 6 (ritère séquentiel).

Remarque 3. F ⊂ F , ave égalité ssi F est une partie fermée

Théorème des bornes atteintes : toute fontion ontinue sur une partie fermée bornée en dimension �nie

y est bornée et atteint ses bornes.

Théorème 7.

II.4 Propriétés des fontions ontinues

polyn�mes, lipshitzienne, omposée, ombinaisons linéaires.

Toute omposée d'appliations ontinues est ontinue.

Proposition 8.

Soit k ∈ R
+
. Une appliation f : E −→ F est dite k-lipshitzienne si :

∀x, y ∈ E, ‖f(y)− f(x)‖F ≤ k‖y − x‖E .

Dé�nition 7.

i.e. : les images � s'éloignent �au plus d'un fateur k.

Une appliation f : E −→ F est dite lipshitzienne s'il existe un réel positif k telle qu'elle soit

k-lipshitzienne

Dé�nition 8.
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exemple 4. l'appliation f : R → R, x → Arctan x, est 1-lipshitzienne, ar :

∀x, y ∈ R, | Arctan y − Arctanx| ≤ sup
t∈R

{

1

1 + t2

}

|y − x|, d'après l'inégalité des aroissements �nis.

exemple 5. l'appliation ‖ ‖E : E → R, est 1-lipshitzienne, ar ∀x, y ∈ E, |‖y‖E − ‖x‖E| ≤ ‖y − x‖E

Si f : E → F est lipshitzienne, alors elle est ontinue sur E.

Théorème 9.

démonstration :

Soit a ∈ E �xé, montrons que f est ontinue en a. Soit k ≥ 0 tel que f est k-lipshitzienne. Le as k = 0 est trivial.

supposons k > 0.

Pour tout ε > 0 �xé, en posant η =
ε

k
, on a alors :

∀x ∈ E, ‖x− a‖E ≤ η ⇒ ‖f(x)− f(a)‖F ≤ kη = ε

Ce qui montre la ontinuité de f en a �.

On appelle appliation polynomiale toute appliation de la forme P : K
n → K, (x1, . . . , xn) 7→

d
∑

j=0

(
∑

i1+···+in=j

ai1,...,in)x
i1
1 . . . xin

n .

Dé�nition 9.

Toute appliation polynomiale P : Kn → K est ontinue sur K
n
.

Théorème 10.

démonstration :

Toute fontion mon�me M : (x1, . . . , xn) est un produit de fontions ontinues, don est ontinue. �

f : I → R
n
est ontinue en a si et seulement si ses omposantes f1, . . . , fn : I → R le sont.

Proposition 11 (ontinuité et omposantes).

III. Topologie dans un e.v.n.

III.1 Points intérieurs, partie ouverte

Soit ∆ une partie de E. Un point M ∈ ∆ est dit point intérieur à ∆ s'il existe ε > 0 tel que

B(A, ε) ⊂ ∆

Dé�nition 10.
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Une partie Soit ∆ de E est dite ouverte si pour tout X ∈ ∆, il existe ε > 0 tel que B(A, ε) ⊂ ∆

Dé�nition 11.

Un ensemble est ouvert si tous ses points sont intérieurs (pas de �bord�).

Pour A ⊂ E, l'intérieur de A, notée A◦
est l'ouvert dé�ni par A◦ = {x ∈ E; x intérieur à A}

Dé�nition 12.

Remarque 4. A ⊃ A◦
, ave égalité ssi A est une partie ouverte

Les ouverts sont stables par réunion (�nie ou dénombrable) et intersetion �nie

Proposition 12.

III.2 Propriétés avanées

2.a) Ouverts

L'image réiproque d'un ouvert par une appliation ontinue est un ouvert.

Proposition 13.

Appliation {x; f(x) > 0} ouvert

L'image réiproque d'un fermé par une appliation ontinue est un fermé.

Proposition 14.
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Appliation {x; f(x) ≥ 0} fermé

exemple 6. Pour f : (x, y) 7−→
√

1 + x2 + y2 − 2 ontinue,

{(x, y) ∈ R
2;
√

1 + x2 + y2 > 2} = f−1(]0,+∞[) est un ouvert de R
2
.

2.b) Fermés

Une partie est fermée ssi son omplémentaire FC
est ouverte.

Proposition 15.

Les fermés sont stables par réunion (�nie ou dénombrable) et intersetion �nie.

Proposition 16.

L'image réiproque d'un fermé par une appliation ontinue est un fermé.

Proposition 17.

exemple 7. Pour f : (x, y) 7−→
√

1 + x2 + y2 − 2 ontinue,

{(x, y) ∈ R
2;
√

1 + x2 + y2 ≥ 2} = f−1([0,+∞[) est un fermé de R
2
.

2.) Parties denses

F dense dans E si F = E.

Dé�nition 13.

det est ontinue sur Mn(R)

Proposition 18.

appliation GLn(R) est dense dans Mn(R) par ontinuité du déterminant et ritère séquentiel ! ! !

III.3 Parties onvexes

C partie onvexe de E si : ∀x, y ∈ F, [x, y] = {(1− t)x+ ty, t ∈ [0, 1]} ⊂ C.

Dé�nition 14.

3.a) Notions topologiques

Remarque 5. Invariane des notions topologiques par passage à une norme équivalente.
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III.4 Espaes vetoriels normés (suite)

Contenus Capaités & ommentaires

e) Limite et ontinuité en un point

Limite d'une fontion en un point adhérent à son do-

maine de dé�nition.

Caratérisation séquentielle.

Opérations algébriques sur les limites, omposition.

Continuité en un point. Caratérisation séquentielle.

f) Continuité sur une partie

Opérations algébriques, omposition.

Image réiproque d'un ouvert, d'un fermé par une appli-

ation ontinue.

Si f est une appliation ontinue de E dans R alors l'en-

semble dé�ni par f(x) > 0 est un ouvert et les ensembles

dé�nis par f(x) = 0 ou f(x) > 0 sont des fermés.

Fontion lipshitzienne. Toute fontion lipshitzienne est

ontinue.

g) Espaes vetoriels normés de dimension �nie

Équivalene des normes en dimension �nie. La démonstration est hors programme.

La onvergene d'une suite (ou l'existene de la limite

d'une fontion) à valeurs dans un espae vetoriel normé

de dimension �nie équivaut à elle de haune de ses

oordonnées dans une base.

Théorème des bornes atteintes :

toute fontion réelle ontinue sur une partie non vide

fermée bornée d'un espae vetoriel normé de dimension

�nie est bornée et atteint ses bornes.

La démonstration est hors programme.

Continuité des appliations linéaires, multilinéaires et po-

lynomiales.

La notion de norme subordonnée est hors programme.

Exemples du déterminant, du produit matriiel.
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