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I. Variables aléatoires a valeurs dans N

I.1 fonction génératrice

[Définition 1 ( fonction génératrice d'une variable aléatoire a valeurs dans N )j

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice la fonction Gx définie
par :

Gx(t) =E(t*) = f P(X =n) t"

Le rayon de convergence est au moins égal a 1.
Remarque 1. La loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans N est caractérisée par sa fonction génératrice Gx.
(n)
Gx (0)

en effet, le r.c.v. est > 0 donc par unicité du DSE, Vn € N, P[X =n| = '
n!

{Proposition 1.}

Gx CVN sur [—1,1], y est continue, et le rcv est > 1.

[Proposition 2.]

La variable aléatoire X admet une espérance E(X) si et seulement si Gx est dérivable en 1 et, si tel est
le cas, E(X) = G’y (1).

Démonstration non exigible.

[Proposition 3.]

La variable aléatoire X admet une variance si et seulement si G x est deux fois dérivable en 1.
Si tel est le cas, |G’ (1) = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X)

Démonstration non exigible.
Remarque 2. On obtient les expressions de V(X)) en fonction de G'x(1) et de G’%(1) en cas d’existence :
Gx(1) = E(X), G%(1) = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X), d’ou
V(X)=E(X(X - 1))+ E(X) - E(X)?

VIX] =E[(X ~E[X])’] = ) (k —E[X])’ P{X = k})

V[X] = E[(X - E[X])’] = E[X"] - (E[X])* = E[X(X - )]+ E[X] - (E[X])* = | GX (1) + Gk (1) — (G (1))"
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[Proposition 4.}

Si X admet une variance, alors V[X] = |G% (1) + G (1) — (G’ (1))?

Transfert et dérivations terme a terme successives des fonctions génératrices

[Proposition 5.]

La loi d'une v.a. X a valeurs dans N est caractérisée par sa fonction génératrice Gx.

Par unicité du DSE :

VkeN, PIX = k] =

[Proposition 6.}

Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors Gy .y = Gx X Gy

dém : par indépendance de t* et t*, E[t* ] = E[t*|E[t"]

I.2 Loi géométrique
[Définition 2.]

On appelle loi géométrique de paramétre réel p la loi, notée Geom(p), définie pour X — G(p) par :

Vke N, PUX =k} =(1-p)'p

C'est la loi du premier succés dans une épreuve de Bernoulli dont la probabilité de succés est p

[Proposition 7.]

Pour X de loi G(p), on a :

E[X] = -
b
Vi) = —F
pt
== (1-p)t
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démonstration : La série Z k?p(1 — p)*! converge, car son terme général est un o(k™?).
k

a t_+ootk 1 k-1 _ D i 1 ok P (1-pt pt
x()—k; p(1—p) —Tpk:1(( —p)t) ST i-(—pi 1-(—pi
' o p
" _ p\L—Dp

=T a

Donc

BLX] = Gx(1) =

o ! . ! 2:2(1_p) __lzl_p

VIX] = G%(1) + Gx(1) = (Gx(1)) S T TR O

1.3 Loi de Poisson
Définition 3.

On appelle loi de Poisson de paramétre réel A la loi, notée P(\) définie pour X — P(\) par :

[Proposition 8.}

Pour X de loi P(\), on a:
E[X] = A

V[X] = A

Gx(s) = M1

démonstration :

. AF
La série E ]fQFe’A converge, car son terme général est un o(k™?).
- !

5 Ay AN (A0 AN (-1
GX(t):Zt Fe‘ =e Zt T:e_e .
k=0 ' k=0 '

G (t) = et

G (t) = N2

Donc

E[X] = G (1) = A

VIX] = G%(1) + G (1) = (Gx())?* =N +A - (V=1 O

Remarque 3 (additivité de poissons indépendantes). Si X < P(A) et Y — P(u) sont deux v.a. indépendantes,

alors X +Y — P(A+ p)

en effet - MtTert= — (OFME=D "ot |3 fonction génératrice caractérise la loi.
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1.4 Loi Binomiale
[Définition 4.]

On appelle loi Binomiale de paramétres N € N* et p €]0, 1] réel, la loi notée
S — B(N,p) par :

P{S=k}) = (]Z) (1 —p)N=*p*, pour tout k € [0, N]

[Proposition 9.}

Pour S de loi B(N,p), on a:
E[S] = Np

V[S] = Np(1 —p)

Gs(s) = (1 - p+ps)

démonstration :

B(N, p)

définie pour

On calcule la somme finie Gg(t) = Ztk (5) (1—p)N=Fph = Z (N) (1=p) N Fpt) =1 —p+pt)Y

G(t) = Np(L —p+pt)V !

G%(t) = Np((N — 1)p)(1 —p+ pt)V =2 (pour N > 2)
Donc

E[S] = Gs(1) = Np

V[S] = G4(1) + Gs(1) — (G(1))> = N(N — 1)p* + Np — N*p> = Np — Np' = Np(1 — p)
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II. Inégalités asymptotiques

II.1 Introduction : répétition d’événements indépendants

Exemple :
on répéte une expérience incertaine sur une grande population de taille Ny, et on aimerait comprendre le phénoméne
« en moyenne. »

e Pour le probabiliste, il s'agit de déterminer un modéle aléatoire (2,4, P) et une suite (X,,),>1 de variables
aléatoires indépendantes, représentant les différents résultats individuels.
Le comportement moyen d'un groupe de N variables est caractérisé par la variable aléatoire moyenne

X+ Xy

SN N

Il s'agit de comprendre les lois de Sy pour N € [1, Ng].

e Pour le statisticien, on dispose d'un échantillon (z1,...,zx) correspondant & un sondage d'une partie de
la population, et on aimerait tester son comportement moyen, a I'aide d'un modéle probabiliste, pour prédire |'état

du systéme (z1,...,2n,)

T+ ...2

1 . 7 A N Ve - 7z
Pour cela, on s'appuie sur la moyenne observée 1 = sur |'échantillon sondé.

Réponse du programme de lycée :

Si les (X,,)n>1 sont indépendantes de méme loi usuelle,
admettant une « espérance » . € R et une « variance » o? > 0, alors lorsque N — +o00

X;+... Xy ) ) o 1 —(z—pw)?
Sy = ———————— se comporte comme une variable gaussienne de densité fx : x — e 202
N V2mo?

On a
g
P Sy — | <1,96—— <0,95
({| N M|_ N })_

.o ‘o Y e . X1+...XN o
{ babilité supérieur 3 95%, |~ AN 11 960
ce qui signifie qu'avec une probabilité supérieur a 95% I ,u‘_ Wi
95 %
1-1966 1 1+1966 5,
r1+...x

o . ) » : A SIN
Interprétation : la moyenne empirique observée sur I'échantillon z = doit é&tre souvent proche de

I'espérance y, et dans l'intervalle de cofiance Iy g5 = [t — 1,960, 1 + 1,960] dans 95% des observations.
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II.2 Variables centrées réduites, sommes finies de v.a.i.i.d.
2.a) Variable centrée réduite
[Proposition 10.}

Soit X une v.a. telle que X? admet une espérance et telle que o(X) > 0.

Alors N = X——E[X] est centrée et réduite, c'est A dire
o(X)

E[N] =0 (N centrée)

et

o(N) =1 (N réduite)

2.b) Somme de v.a.i.i.d.
[Proposition 11.}

Soient X7, ... X, des v.a.i.i.d. telles que X; admet une espérance.
n

En notant m = E(X)) et 0 = o(X,) et soit S,, = ZX,;
i=1

Sy, —nm :
Alors E[S,] = nm et V[S,] = no?, de sorte que N = ~——— est centrée réduite.

av/n

II.3 Comportement asymptotique
3.a) Inégalité de Markov
[Proposition 12 (Inégalité de Markov).}

Soit X une variable aléatoire discréte, d’espérance finie.

E(|X
Alors pour tout t > 0, on a |P(|X| > t) < (lt )

démonstration :
t st | X(w)| >t
0 si |X(w)|<t

Ainsi Y est égale a ¢t si X >t et a 0 sinon, et se note Y(-) = 1x>¢(-).

On remarque que pour tout w € 2, on a || X (w)| > Y (w)
(car si w est tel que | X (w)| > ¢, alors | X (w)| >= Y (w) et si w est tel que | X (w)| < ¢, alors | X (w)| >0 =
Y est a valeurs dans I'ensemble fini {0, 1}, donc admet une espérance.
| X'| admet une espérance, car la série Z |z |P({X = zx}) converge, puisque X admet une espérance.
D’aprés la croissance de I'espérance, on en déduit que :

E(IX]) = E(Y)
oo EY)=0xP{Y =0})+txP{Y =t}) =t x P{Y =t}) =t x P({|X]| > ¢})
d'ou E(|X|) > tP(|X| > t), puis on divise par ¢t > 0. [J

On note Y la v.a.r. définie pour tout w € Q, on a Y(w) = {
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3.b) Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

En corollaire de l'inégalité de Markov, on en déduit une seconde inégalité :

[Corollaire 13 ( inégalitée de Markov pour X2).J

Soit X une variable aléatoire discréte, d'espérance et de variance finies.

E(X?
Alors pour tout ¢t > 0, on a P(|X| >t) < (t2 )

démonstration : Markov appliqué a la v.a.r. X?, en remarquant que X > t* <= | X| >t.

[Proposition 14 (Inégalité de Bienaymé—Tchebychev).}

Soit X une variable aléatoire discréte, d'espérance et de variance finies.
V(X)
52

Alors pour tout € >0, on a : |P(|X —E(X)| >¢) <

démonstration : 2éme inégalité de Markov appliqué a (X — E(X)) O
Remarque 4. La variance (ou 1’écart-type) mesure donc la variation par rapport a la moyenne.
3.c) Application : Loi des grands nombres
,—{Théoréme 15 (Loi faible des grands nombres).} .

si (X,)n>1 est une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et de méme loi admettant un

moment d’ordre 2, alors, si S, = ZX’“ m =E(X;) et 0 = o(X;), on a pour tout £ > 0,

k=1
°(

. . S i , .
démonstration : Conséquence de Bienaymé-Tchebychev pour X = —=, variable d’espérance m et de variance
n

n—oo

1
—Sn—m'>8> — 1,
n

o? L o?

1
—,ona P(‘—Sn—m‘25)§" O
n n

2

2
Remarque 5. Intervalle de confiance a 95% pour n = 1000 tirages 0,95 = 0—2, donc € = V0.95 % 0 x n c¢’est peu
ne

précis.
En pratique celui obtenu par le théoréme de la limite centrale est meilleur.

> f(X)

1
Remarque 6. (HP) Méthode de Monte-Carlo : pour approcher / f, on calcule =1 pour des X; de loi
0

uniforme sur [0, 1]...
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II.4 Compléments

[Proposition 16 (Inégalité de Cauchy—Schwarz).J

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes telles que X? et Y? admet des espérance, alors
(E(XY))? < E(X?) E(Y?).

[Proposition 17 (Variance d'une somme).}

Si X1,...,X, sont des v.a. discrétes admettant une variance, alors
V(X1 + -+ X)) =) V(X)) + ) (B(XX)) — E(X:)E(X;))
i=1 i
=) V(X)+2 > (B(X:X;) - B(X)E(X;))
i=1 1<i<j<n

démonstration : Calcul direct, par récurrence sur n. [J
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Nouveau Programme PC 2022 :
C - Espérance et variance

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Espérance d’une variable aléatoire discréte réelle

Espérance d'une variable aléatoire a valeurs

dans [0, +oc], définie par

E(X)= Y zP(X=u).

zeX(Q)

Variable aléatoire X a valeurs réelles ou complexes d'es-
pérance finie, espérance de X.

Pour X variable aléatoire a valeurs dans N U {+oc},
relation :

Ex)()::iiffjcx> n).

Espérance d'une variable géométrique, de Poisson.

Formule de transfert :
f(X) est d'espérance finie si et seulement si la famille
(f(z)P(X = x))xeX(Q) est sommable. Dans ce cas :

E(f(X)) =D f0)P(X = ).
z€X(Q)

Linéarité de I'espérance.

Si | X| <Y etEY) < 400, alors X est d'espérance

finie.

Positivité, croissance de |'espérance.

Si X est positive et d'espérance nulle, alors (X = 0) est

presque sdr.

Pour X et Y deux variables aléatoires indépendantes
d'espérance finie, alors XY est d'espérance finie et :

E(XY) = E(X)E(Y).

ou complexe

On adopte la convention zP(X = z) = 0 lorsque = =
+oo et P(X = +400) =0.

X est d'espérance finie si la famille (zP(X = x))xeX(Q)
est sommable. Dans ce cas, la somme de cette famille

est I'espérance de X.
Variable centrée.

On remarque que la formule s’applique aux couples, aux
n-uplets de variables aléatoires.

Extension au cas de n variables aléatoires.

b) Variance d'une variable aléatoire discréte réelle, écart type et covariance

Si X? est d’espérance finie, X est d'espérance finie.

Ch.13 Moments, fonctions génératrices, loi des grands nombres
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CONTENUS

Inégalité de Cauchy-Schwarz :
si X2 et Y2 sont d'espérance finie, alors XY I'est aussi
et :

E(XY)? < E(X?)E(Y?)

Variance, écart type.

Relation V(X) = E(X?) — E(X).
Relation V(aX +b) = a* V(X).
Variance d'une variable géométrique, de Poisson.

Covariance de deux variables aléatoires.

Relation Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), cas de
deux variables indépendantes.

Variance d'une somme finie, cas de variables deux a deux
indépendantes.

CAPACITES & COMMENTAIRES
Cas d'égalité.

Notations V(X), o(X).
Variable réduite.

Si o(X) > 0, la variable X;(—)E(()X)

est centrée réduite.

c) Fonctions génératrices

Fonction génératrice de la variable aléatoire X a valeurs
dans N :

Gxu):laax)zziffxxeznﬁﬂ

La loi d'une variable aléatoire X a valeurs dans N est
caractérisée par sa fonction génératrice Gy.

La variable aléatoire X est d’'espérance finie si et seule-
ment si Gx est dérivable en 1; dans ce cas E(X) =
Gx'(1).

Fonction génératrice d'une somme de deux variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans N.

La série entiére définissant G'x est de rayon > 1 et
converge normalement sur [—1, 1]. Continuité de Gx.
Les étudiants doivent savoir calculer rapidement la fonc-
tion génératrice d'une variable aléatoire de Bernoulli, bi-
nomiale, géométrique, de Poisson.

La démonstration de la réciproque n'est pas exigible.
Utilisation de G'x pour calculer E(X) et V(X).

Extension au cas d’'une somme finie de variables aléa-
toires indépendantes.
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