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I. Couple de variables aléatoires discrètes, indépendance

I.1 Couple

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes sur (Ω,A,P), l'application couple notée (X, Y ) dé�nie
par (X, Y ) : ω 7−→ (X(ω), Y (ω)) est une variable aléatoire sur Ω, à valeurs dans X(Ω)× Y (Ω)

Dé�nition 1 (Couple de variables aléatoires discrètes).

Etant donnnées X et Y sont deux variables aléatoires discrètes sur (Ω,A,P), leur loi conjointe est la
loi de la variable aléatoire (X, Y ), dé�nie par :

∀x ∈ X(Ω), y ∈ Y (Ω), P({(X, Y ) = (x, y)}) = P({X = x} ∩ {Y = y})

Les lois PX de X et PY de Y sont appelées les lois marginales de (X, Y ).

Dé�nition 2.

exemple 1. En pratique, on fait un tableau à double entrée donnant les P({X = xi} ∩ {Y = yj}) :

Y \X x0 x1 x2 PX
y0 1/16 2/16 3/16 6/16
y1 1/16 7/16 2/16 10/16
PY 2/16 9/16 5/16

Remarque 1. Attention : la données des marginales ne donne pas la loi du couple !
contre-exemple : (X, Y ) suit la loi uniforme sur {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}
et (X ′, Y ′) donnée par P(X′,Y ′)(0, 0) = 1/8, P(X′,Y ′)(1, 0) = 3/8 P(X′,Y ′)(0, 1) = 3/8, P(X′,Y ′)(1, 1) = 1/8
ont les mêmes marginales, mais ne sont pas égales ! ! !
En revanche, P(Y = y) =

∑
x∈X(Ω)

P(Y = y,X = x) : la loi du couple donne les marginales.

Soit x ∈ X(Ω) tel que P({X = x}) > 0.
On appelle loi conditionnelle de Y sachant {X = x} la loi de probabilité dé�nie pour les y ∈ Y (Ω)
par P{X=x}({Y = y}).

Dé�nition 3.

I.2 Indépendance de deux variables

Deux variables aléatoires discrètes X et Y dé�nies sur Ω sont indépendantes si, pour tout A ⊂ X(Ω) et
B ⊂ Y (Ω), les événements (X ∈ A) et (Y ∈ B) sont indépendants.

Si tel est le cas, on note X ⊥⊥ Y le fait que X et Y sont indépendantes.

Dé�nition 4 (Variables indépendantes).
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Notation : X ⊥⊥ Y

Remarque 2. De façon équivalente, la distribution de probabilités de (X, Y ) est donnée par :
P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y).

Deux variables aléatoires X et Y discrètes dé�nies sur un espace probabilisé (Ω,A,P) sont dites indé-
pendantes si, pour tout (x, y) ∈ X(Ω)× Y (Ω),

P({X = x, Y = y}) = P(X = x)×P(Y = y).

Dé�nition 5 (alternative).

Remarque 3. on note {X = x, Y = y} = {X = x} ∩ {Y = y}

Soient X et Y sont deux variables aléatoires.
Si X ⊥⊥ Y , alors f(X) ⊥⊥ g(Y ).

Proposition 1.

I.3 Rappel : espérance d'un produit de v.a.r. indépendantes

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indépendantes admettant des espérances et telles que
XY admet une espérance, alors E(XY ) = E(X) E(Y ).

Proposition 2.

Démonstration hors programme

idée : OK pour des variables aléatoires à espaces d'états �nis, puis théorème de Fubini sur la loi du couple (X, Y ).

Remarque : réciproque fausse pour X = Y de loi b(p) par exemple

II. Espérance, variance, corrélation et covariance

II.1 Espérance

La variable aléatoire réelle discrèteX à valeurs dans un ensemble �ni ou dénombrable est dite d'espérance
�nie si la famille (xP(X = x))x∈X(Ω) est sommable.
Si tel est la cas, on appelle espérance de X, notée E[X] la valeur réelle dé�nie par :

E[X] =
∑
x∈X(Ω

xP(X = x) .

Dé�nition 6.
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Remarque 4. Pour X à valeurs dans R+,∑
n≥0

xnP(X = xn) CV ssi
∑
n≥0

|xn|P(X = xn) ssi (xP(X = x))x∈X(Ω) sommable.

exemple 2. Si X ↪→ P(λ), alors par changement d'indice :

E[X] =
+∞∑
k=0

kλke−λ

k!
=

+∞∑
k=1

kλk−1λe−λ

k!
= λe−λ

+∞∑
`=0

λ`

`!
= λe−λeλ = λ .

exemple 3. Si X ↪→ G(p), alors par dérivation terme à terme sur ]− 1, 1[ :

E[X] =
+∞∑
k=1

kp(1− p)k−1 = p
+∞∑
k=1

[
d

dx

(
xk
)]

x=1−p
= p

[
d

dx

(
x

1− x

)]
x=1−p

= p

[
1− x+ x

(1− x)2

]
x=1−p

=
p

p2
=

1

p
.

si X est une variable aléatoire et f une application à valeurs réelles dé�nie sur l'image {xn, n ∈ N} de X,

alors f(X) est d'espérance �nie si et seulement si la série
∑
n≥0

P(X = xn) f(xn) converge absolument.

Dans ce cas, on a :

E(f(X)) =
+∞∑
n=0

P(X = xn) f(xn).

Théorème 3 (Théorème du transfert :).

Démonstration hors programme, idée : pour une fonction indicatrice f = 1[a,b], la formule est vraie. Puis toute
fonction f continue sur un segment est limite uniforme d'une combinaison linéaire de fonctions indicatrices...

Pour tous X, Y variables aléatoires et tout λ ∈ R, on a :

E(λX + Y ) = λ E(X) + E(Y )

Proposition 4 (Linéarité de l'espérance).

Démonstration non exigible.

idée : immédiat pour des variables à espaces de valeurs �nis, se généralise aux v.a. discrètes quelconques.

en notant {(ωk)1≤k≤K} un système complet d'évènements tel que pk = P(X,Y )(xk, yk) = P({(X, Y ) = (xk, yk)})
avecX(Ω) = {xk, 1 ≤ k ≤ K} de cardinal N ≤ K (non nécessairement 2 à 2 disjoints) et Y (Ω) = {yk, 1 ≤ k ≤ K}
de cardinal M ≤ K (non nécessairement 2 à 2 disjoints),
N∑
k=1

(λxk + yk)pk =
N∑
k=1

λxkpk +
N∑
k=1

ykpk

idée cas général : On note (Cn)n∈N = ((xi, yj))(i,j)∈N2 l'ensemble des valeurs possibles pour la variable aléatoire couple

(X,Y ), avec X(Ω) = {xi, i ∈ N} et Y (Ω) = {yj , j ∈ N} , et on note pn = P({(X,Y ) = Cn}), pour tout n ∈ N.

Comme X est d'espérance �nie, la série
∑
i

xiP({X = xi}) converge absolument, et sa somme vaut, en utilisant les lois

marginales, et le théorème de transfert pour f : (x, y) 7−→ x :
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E[X] =
+∞∑
i=0

xiP({X = xi}) =
+∞∑
i=0

xi

+∞∑
j=0

P({(X,Y ) = (xi, yj)}) =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

f((xi, yj))P({(X,Y ) = (xi, yj)})

E[X] =

+∞∑
n=0

f(Cn) P({(X,Y ) = Cn)})

De même pour g : (x, y) 7−→ y : E[Y ] =
+∞∑
n=0

g(Cn) P({(X,Y ) = Cn)})

Comme pour tout n ∈ N, |λf(Cn) + g(Cn)| ≤ |λ| |f(Cn)|+ |g(Cn)|,
la série

∑
λ(f(Cn) + g(Cn))P({(X,Y ) = Cn)}) est absolument convergente et :

+∞∑
n=0

λ(f(Cn) + g(Cn))P({(X,Y ) = Cn)}) =

+∞∑
n=0

λf(Cn)P({(X,Y ) = Cn)}) +

+∞∑
n=0

g(Cn)P({(X,Y ) = Cn)})

Donc d'après le théorème de transfert λX + Y = λf((X,Y )) + g((X,Y )) admet une espérance et :

E(λX + Y ) = λ E(X) + E(Y ) �

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indépendantes admettant des espérances et telles que
XY admet une espérance, alors E(XY ) = E(X) E(Y ).

Proposition 5.

Démonstration hors programme

idée : OK pour des variables aléatoires à espaces d'états �nis, puis théorème de Fubini sur la loi du couple (X, Y ).

Remarque : réciproque fausse pour X = Y de loi b(p) par exemple

II.2 Variance

Soit X v.a. à valeurs dans N. Si la variable aléatoire X2 est d'espérance �nie, alors X est elle-même
d'espérance �nie.
i.e. : Si E[X2] existe, alors E[X] existe.

Proposition 6.

idée Démonstration :

N∑
n=0

xnpn =
N∑
n=0

xn
√
pn ×

√
pn ≤

C.−S.

√√√√ N∑
n=0

x2
n

√
pn

2

√√√√ N∑
n=0

√
pn

2 ≤

√√√√+∞∑
n=0

x2
npn �

marche encore si X discrète quelconque...

Soit X v.a. à valeurs dans N. Si E[X2] existe, alors m = E[X] existe et E[(X −m)2].
De plus E[(X −m)2] = E[X2]− (E[X])2

Proposition 7.
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Démonstration : (X −m)2 = X2 − 2mX +m2.

E[m2] =
+∞∑
n=0

m2pn = m2 existe par transfert via f : x 7−→ m2x0 ou via v.a.r. constante.

DOnc par linéarité E[(X −m)2] = E[X2]− 2mE[X] + E[m2] = E[X2]−m2. � (formule de Koenig).

Si X2 est d'espérance �nie, la variance de X est le réel V(X) = E
(
(X − E(X))2

)
= E(X2)− E(X)2 .

Dé�nition 7.

Soit X v.a. à valeurs discrète admettant une variance et une espérance. Alors V(X) = E(X2)− E(X)2

Proposition 8.

idée Démonstration : linéarité
E
(
(X − E(X))2

)
= E

(
X2 − 2E(X)X + (E(X))2

)
= E(X2)− 2E(X)E(X) + E(E(X)2) �

Pour a et b réels et X une variable aléatoire réelle, on a V(aX + b) = a2 V(X)

Proposition 9.

démonstration : Calcul direct :
E(aX + b) = aE(X) + b, donc E((aX + b− E(aX + b))2) = E((a(X − E(X)))2) = a2E((X − E(X))2). �

exemple 4. Pour SN =
N∑
k=1

Xk de loi B(N, p), somme de variables de loi b(p) indépendantes,

V(SN) =
N∑
k=1

V(Xk) = Np(1− p)

exemple 5. Pour SN de loi B(N, p), V
(

1

N
SN

)
=

1

N2
V(SN) =

p(1− p)
N

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes admettant des variances, alors
V(X + Y ) = V(X) + V(Y ) + 2E [(X − E(X))(Y − E(Y ))].

Proposition 10.

Démonstration : ((X − E(X))(Y − E(Y )))2 = (X − E(X))2 + 2(X − E(X))(Y − E(Y )) + (Y − E(Y ))2
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II.3 Covariance, corrélation

Cov(X, Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY )− E(X)E(Y )

Dé�nition 8 (Covariance).

En cas d'indépendance, la covariance est nulle.

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indépendantes admettant des variances, alors
V(X + Y ) = V(X) + V(Y ).

Proposition 11.

Démonstration

ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )√
V(X) V(Y )

Dé�nition 9 (coe�cient de corrélation).

Remarque 5. En cas d'indépendance, la corrélation vaut 0.
En cas de ralation Y = aX + b, la corrélation vaut 1 ou −1.

Écart type σ(X) =
√

V(X).

Dé�nition 10.

Soient X, Y deux variables aléatoires discrètes à valeurs réelles.

Cov(X, Y ) ≤
√

V(X) V(Y )

−1 6 ρ(X, Y ) 6 1

Proposition 12 (Cauchy-Schwarz).

démonstration : ( Inégalité de Cauchy-Schwarz) V(tX + Y ) = t2V(X) + 2tCov(X, Y ) + V(Y ), trinôme dont le
discriminant ne change pas de signe.

Dans le cas de variables à valeurs dans un ensemble �ni, il y a égalité ssi X − E(X) et Y − E(Y ) sont
colinéaires, i.e. ssi ∃ a; a(X − E(X)) = Y − E(Y ) ssi ∃ a, b; aX + b = Y �
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Remarque 6. Régression linéaire : si |ρ| = 1, alors égalité dans Cauchy-Schwarz : (X − E(X)) et (Y − E(Y ))
sont colinéaires, donc il existe a, b tels que Y = aX + b.

Sinon, on pose Ξ =
(
y1 . . . yN

)
et Γ =

(
y1 . . . yN

)
on cherche â, b̂ tels que

∥∥∥Γ− âΞ + b̂(1 . . . 1)
∥∥∥2

2
=

∥∥∥∥M (
a
b

)
− Γ

∥∥∥∥2

2

soit minimale, avec M =

(
x1 . . . xN
1 . . . 1

)
.

OK pour V̂ =

(
â

b̂

)
le projeté de Γ sur Im(M).

III. Suites de variables aléatoires

III.1 Indépendance de deux variables aléatoires

III.2 Indépendance d'une famille de variables

Des variables aléatoires (X1, . . . , Xn) sont dites mutuellement indépendantes si :

∀(x1, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

Xi(Ω), P((Xi)1≤i≤n = (xi)1≤i≤n) =
n∏
i=1

P(Xi = xi)

Dé�nition 11 (Variables mutuellement indépendantes).

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires.
On dit que les (Xn)n∈N sont (mutuellement) indépendantes si
pour toute partie I �nie de N, les (Xi)i∈I sont mutuellement indépendantes.

Dé�nition 12 (Suite de variables aléatoires indépendantes).

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires.
On dit que les (Xn)n∈N sont deux à deux indépendantes si
∀i 6= j, Xi et Xj sont indépendantes.

Dé�nition 13 (Suite de variables aléatoires indépendantes).

exemple 6. Application à la modélisation d'un jeu de pile ou face in�ni par une suite de variables aléatoires
de Bernoulli mutuellement indépendantes.

On note N ∈ N∗, p ∈]0, 1[, et X1, . . . , XN des variables aléatoires indépendantes suivant la loi b(p).

Alors SN =
N∑
i=1

Xi suit la loi B(N, p).

En e�et, SN est à valeurs dans [[0, N ]], et pour tout k ∈ [[0, N ]] on a :

P({SN = k}) = P({
N∑
i=1

Xi = k}) = P(
⋃

(εi)∈{0,1},
∑N

i=1 εi=k

{(X1, . . . , XN) = (ε1, . . . , εN)}) =
evnmts incompatibles∑

(εi)∈{0,1},
∑N

i=1 εi=k

P({(X1, . . . , XN) = (ε1, . . . , εN)}) =
indep.

∑
(εi)∈{0,1},

∑N
i=1 εi=k

pk(1− p)N−k =

(
N

k

)
pk(1− p)N−k
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exemple 7. Attention : l'indépendance mutuelle implique l'indépendance 2 à 2, mais la réciproque est fausse !
Contre-exemple : X et Y indépendantes de loi b(1/2), Z = (2X − 1)(2Y − 1).
P(Z = 1) = P(X = 1, Y = 1) + P(X = 0, Y = 0) = 1/2 P(Z = −1) = P(X = 0, Y = 1) + P(X = 1, Y =

0) = 1/2
P(Z = 1, X = 0) = P(X = 0, Y = 0) = 1/4 = P(Z = 1)P(X = 0) , P(Z = 1, X = 1) = P(X = 1, Y = 1) =

1/4 = P(Z = 1)P(X = 1) d'où l'indépendance 2 à 2.
En revanche, P(Z = 1, X = 0, Y = 1) = 0 6= P(Z = 1)P(X = 0)P(Y = 1)

Une suite de variables aléatoires (xn) est constituée de variables indépendantes identiquement dis-
tribuées si :

� les Xn sont (mutuellement) indépendantes
� Les Xn, n ∈ N ont toutes la même loi de probabilité.

Dé�nition 14 (Variables i.i.d.).

exemple 8. Modélisation du jeu de pile ou face in�ni : suite i.i.d. de variables de Bernoulli.

III.3 Coalitions

si les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont indépendantes, alors f(X1, . . . , Xm) et g(Xm+1, . . . , Xn) le
sont aussi.

Proposition 13 (lemme des coalitions).

Extension au cas de plus de deux coalitions.
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NOUVEAU Programme PC 2022 :

III.4 Variables aléatoires discrètes(suit)

Contenus Capacités & commentaires

d) Loi d'une variable aléatoire discrète

Couple de variables aléatoires discrètes. Un couple de variables aléatoires est une variable aléa-
toire à valeurs dans un produit.
Notation P (X = x, Y = y).

Loi conjointe, lois marginales. Extension aux n-uplets de variables aléatoires.
Loi conditionnelle de Y sachant un événement A.

e) Événements indépendants

Indépendance de deux événements. Si P (B) > 0, l'indépendance de A et B équivaut à
P (A|B) = P (A).

Indépendance d'une famille �nie d'événements. L'indépendance deux à deux n'entraîne pas l'indépen-
dance.

Si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi. Extension au cas de n événements.

f) Variables aléatoires indépendantes

Deux variables aléatoires discrètes X et Y dé�nies
sur Ω sont indépendantes si, pour tout A ⊂ X(Ω)
et B ⊂ Y (Ω), les événements (X ∈ A) et (Y ∈ B)
sont indépendants.

Notation X ⊥⊥ Y .
De façon équivalente, la distribution de probabilités
de (X, Y ) est donnée par

P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y).
Extension au cas de n variables aléatoires.

Suites de variables aléatoires indépendantes, suites
i.i.d.

On ne soulève aucune di�culté quant à l'existence
d'un espace probabilisé portant une suite i.i.d.
Modélisation du jeu de pile ou face in�ni : suite i.i.d.
de variables de Bernoulli.

Fonctions de variables indépendantes :
si X ⊥⊥ Y , alors f(X) ⊥⊥ g(Y ).

Extension au cas de plus de deux variables aléatoires.

Lemme des coalitions :
si les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont indépen-
dantes, alors f(X1, . . . , Xm) et g(Xm+1, . . . , Xn) le
sont aussi.

Extension au cas de plus de deux coalitions.
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Programme PC :

Probabilités
Les chapitres de probabilités permettent de développer les compétences suivantes :

� modéliser des situations aléatoires par le choix d'un espace probabilisé ou de variables aléatoires adéquats ;

� maîtriser un formalisme spéci�que aux probabilités.

4.a) A- Espaces probabilisés
Cette partie a pour objectif la mise en place du cadre général de la théorie des probabilités permettant d'aborder

l'étude de processus stochastiques à temps discret. Cette mise en place se veut minimale. En particulier :

� la notion de tribu ne doit donner lieu à aucun développement théorique autre que sa dé�nition ;

� la construction d'espaces probabilisés n'est pas un objectif du programme.

Contenus Capacités & commentaires

a) Ensembles dénombrables

Un ensemble est dit dénombrable s'il est en bijection
avec N. Ensembles �nis ou dénombrables.

Un ensemble �ni ou dénombrable peut être décrit en
extension sous la forme {xn ; n ∈ N}.

Dénombrabilité de Z, d'un produit cartésien de deux
ensembles dénombrables.

Toute autre connaissance sur la dénombrabilité est
hors programme.

b) Espace probabilisé

Si Ω est un ensemble, on appelle tribu sur Ω une partie
A de l'ensemble P(Ω) des parties de Ω telle que :

1. Ω ∈ A,
2. pour tout A ∈ A, A = Ω \ A ∈ A,
3. pour toute suite (An)n>0 d'éléments de A, la

réunion
+∞⋃
n=0

An appartient à A.

L'ensemble Ω est l'univers ; il n'est en général pas pré-
cisé. Les éléments de A sont les événements. Les étu-
diants doivent savoir expliciter un événement à partir
d'autres événements en utilisant la réunion, l'intersec-
tion et le complémentaire. On fait le parallèle entre le
vocabulaire probabiliste et le vocabulaire ensembliste.

Si Ω est un ensemble et A une tribu sur Ω, on appelle
probabilité sur (Ω,A) une application P : A → [0, 1]
telle que :

1. P(Ω) = 1,

2. pour toute suite (An)n>0 d'événements incom-
patibles,

P

(+∞⋃
n=0

An

)
=

+∞∑
n=0

P (An).

On appelle espace probabilisé un triplet (Ω,A, P ) où
A est une tribu et P une probabilité sur (Ω,A).

Ch.13 Indépendance d'un couple ou suite de variables aléatoires 11/14



Maths
Indépendance, couples, v.a. i.i.d PC

M. Roger

Contenus Capacités & Commentaires

Propriétés :

�
+∞⋂
n=0

An ∈ A.

� Continuité croissante : si (An)n>0 est une suite
d'événements telle que, pour tout n, on ait
An ⊂ An+1, alors :

lim
n→+∞

P (An) = P

(+∞⋃
n=0

An

)
.

� Continuité décroissante : si (An)n>0 est une
suite d'événements telle que, pour tout n, on
ait An+1 ⊂ An, alors :

lim
n→+∞

P (An) = P

(+∞⋂
n=0

An

)
.

� Sous additivité : si (An)n∈N est une suite d'évé-
nements, alors :

P

(+∞⋃
n=0

An

)
6

+∞∑
n=0

P (An).

c) Conditionnement et indépendance

Si A et B sont deux événements tels que P(B) > 0,
on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B
le réel

PB(A) =
P (A ∩B)

P (B)

Notation PB(A) = P (A | B). L'application PB est
une probabilité sur (Ω,A).
Ce paragraphe étend rapidement les concepts et résul-
tats vus en première année dans le cadre des univers
�nis.

Formule des probabilités composées.
Système complet dénombrable d'événements.
Formule des probabilités totales : si (An)n∈N est
un système complet d'événements, alors la série∑

P (B ∩ An) converge et

P (B) =
+∞∑
n=0

P (B ∩ An) =
+∞∑
n=0

P (B | An) P (An)

On adopte la convention P(B |An)P (An) = 0 lorsque
P(An) = 0.
La formule reste valable dans le cas d'une suite
(An)n∈N d'événements deux à deux incompatibles tels

que
+∞∑
n=0

P (An) = 1.

Formule de Bayes.
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Contenus Capacités & Commentaires

Indépendance de deux événements. Si P(B) > 0, l'indépendance de A et B équivaut à
P(A | B) = P (A).

Indépendance mutuelle d'une famille �nie d'événe-
ments.

L'indépendance des événements Ai deux à deux n'en-
traîne pas leur indépendance mutuelle si n > 3.

d') Généralités (sur les variables aléatoires)

Une variable aléatoire discrète X sur (Ω, A) est une
application dé�nie sur Ω dont l'image est �nie ou dé-
nombrable et telle que l'image réciproque de tout élé-
ment de X(Ω) appartient à A.

Pour tout U ⊂ X(Ω), X−1(U) est un événement.

Notations (X ∈ U), {X ∈ U}.
Loi d'une variable aléatoire discrète.
SiX prend ses valeurs dans { xn ; n > 0 }, les xn étant
distincts, et si (pn)n>0 est une suite de réels positifs

véri�ant
+∞∑
n=0

pn = 1, alors il existe une probabilité P

sur (Ω,A) telle que P (X = xn) = pn pour tout n ∈ N.

Démonstration hors programme.

d) Lois usuelles

Pour p dans ]0, 1[, loi géométrique de paramètre p :
la variable aléatoire X suit une loi géométrique de
paramètre p si et seulement si

∀k ∈ N∗, P (X = k) = p(1− p)k−1.

Notation X ↪→ G(p).
La loi géométrique peut être interprétée comme rang
du premier succès dans une suite illimitée d'épreuves
de Bernoulli indépendantes et de même paramètre p.

Série génératrice, espérance et variance.
Loi de Poisson de paramètre λ.
� PC : compteur Geiger.

b) Espérance et variance

La variable aléatoire réelle discrète X à valeurs dans
un ensemble dénombrable {xn ; n > 0} est dite d'espé-
rance �nie si la série

∑
xnP (X = xn) est absolument

convergente ; si tel est le cas, on appelle espérance de

X, noté E(X), le réel
+∞∑
n=0

xnP (X = xn).

On admet que la somme
+∞∑
n=0

xnP (X = xn) ne dépend

pas de l'ordre d'énumération.
� PC : énergie moyenne de systèmes à spectre discret.

Si X est à valeurs dans N, alors E(X) =
+∞∑
n=1

P (X >

n).
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Contenus Capacités & Commentaires

Théorème du transfert : si X est une variable aléa-
toire et f une application à valeurs réelles dé�nie sur
l'image {xn, n ∈ N} de X, alors f(X) est d'espérance
�nie si et seulement si la série ΣP (X = xn) f(xn)
converge absolument. Dans ce cas, on a :

E(f(X)) =
+∞∑
n=0

P (X = xn) f(xn).

Démonstration hors programme.
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