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I. Couple de variables aléatoires discrétes, indépendance

I.1 Couple

[Définition 1 (Couple de variables aléatoires discrétes).]

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (€2, A, P), I'application couple notée (X, Y") définie

par (X,Y) :w+— (X (w),Y (w)) est une variable aléatoire sur €2, a valeurs dans X (€2) x Y (Q)

Définition 2.

Etant donnnées X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (€2, A, P), leur loi conjointe
loi de la variable aléatoire (X, Y), définie par :

vz e X(Q2), y e Y(Q), PH(X,Y) = (z,9)}) = P{X =z} n{Y = y})

Les lois Py de X et Py de Y sont appelées les lois marginales de (X,Y).

exemple 1. En pratique, on fait un tableau a double entrée donnant les P({X = z;} N{Y =y,}) :

Y \ X Zo il To IPX

Yo 1/16 | 2/16 | 3/16 | 6/16
m 1/16 | 7/16 | 2/16 | 10/16
Py | 2/16|9/16 | 5/16

Remarque 1. Attention : la données des marginales ne donne pas la loi du couple!
contre-exemple : (X,Y") suit la loi uniforme sur {(0,0), (0,1), (1,0),(1,1)}
et (X/, Y/) donnée par P(X/’y/)<0, 0) = 1/8, P(X/7y/)<1, 0) = 3/8 P(X’,Y’)((), 1) = 3/8, P(ley/)(l, 1)
ont les mémes marginales, mais ne sont pas égales!!!
En revanche, P(Y =y) = Z P(Y =y, X = x) : la loi du couple donne les marginales.

zeX(Q)

[Définition 3.}

Soit z € X(Q2) tel que P({X ==z}) > 0.

est la

~1/8

On appelle loi conditionnelle de Y sachant {X = z} la loi de probabilité définie pour les y € Y (Q)

par Prx—oy({Y = 5/}).

I[.2 Indépendance de deux variables
[Définition 4 (Variables indépendantes).]

Deux variables aléatoires discrétes X et Y définies sur ) sont indépendantes si, pour tout A C X(Q) et

B C Y(2), les événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants.
Si tel est le cas, on note le fait que X et Y sont indépendantes.

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires
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| Notation : X Il Y|

Remarque 2. De fagon équivalente, la distribution de probabilités de (X,Y") est donnée par :
P(X=z,Y=y) =P X=2)PY =y).

[Définition 5 (alternative).}

Deux variables aléatoires X et Y discrétes définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P) sont dites indé-
pendantes si, pour tout (z,y) € X(Q) x Y(Q),

P{X=2zY=y})=P(X =2)xP(Y =y).

Remarque 3. on note {X =2,Y =y} ={X =z} n{Y =y}

[Proposition 1.]

Soient X et Y sont deux variables aléatoires.
Si X 1LY, alors f(X) 1L g(Y).

I.3 Rappel : espérance d’un produit de v.a.r. indépendantes
[Proposition 2.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes admettant des espérances et telles que
XY admet une espérance, alors E(XY) =E(X) E(Y).

Démonstration hors programme
idée : OK pour des variables aléatoires a espaces d'états finis, puis théoréme de Fubini sur la loi du couple (X,Y).

Remarque : réciproque fausse pour X =Y de loi b(p) par exemple

II. Espérance, variance, corrélation et covariance

II.1 Espérance
[Définition 6.]

La variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable est dite d'espérance
finie si la famille (2P (X = ), () est sommable.

Si tel est la cas, on appelle espérance de X, notée E[X] la valeur réelle définie par :

EX]= ) 2P(X=ux)|

zeX(Q
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Remarque 4. Pour X a valeurs dans R™,
an =1z,) CV ssi Z |2, [P(X = 2y) ssi (2P (X = 2)) ¢ y(q) sommable.

n>0 n>0

exemple 2. Si X — P()\), alors par Changement d’indice :

X kAkeA IR EARIN
Ex] =Y /; = ke —A—AZ”—Ae—“ )]

k=0 ' k=1
exemple 3. 51 X — g( ) alors par dérivation terme & terme sur | — 1, 1] :
_ d x l—z+4+x D 1
B A e Y =
Z Z otlwa)) e e
,—{Théoréme 3 (Théoréme du transfert )} \

si X est une variable aléatoire et f une application a valeurs réelles définie sur I'image {z,,, n € N} de X,

alors f(X) est d'espérance finie si et seulement si la série ZP(X = z,) f(x,) converge absolument.
n>0

= P(X =) f(an).

Dans ce cas, on a :

Démonstration hors programme, idée : pour une fonction indicatrice f = 1,4, la formule est vraie. Puis toute
fonction f continue sur un segment est limite uniforme d'une combinaison linéaire de fonctions indicatrices...

[Proposition 4 (Linéarité de I'espérance).J

Pour tous X, Y variables aléatoires et tout A € R, on a :

EA\X +Y) = A E(X) + E(Y)

Démonstration non exigible.

idée : immédiat pour des variables a espaces de valeurs finis, se généralise aux v.a. discrétes quelconques.

en notant {(wx)1<k<x } un systéme complet d’événements tel que pr, = P(x vy (@k, yx) = P{(X,Y) = (@1, yx) })
avec X (Q) = {zg, 1 <k < K} decardinal N < K (non nécessairement 2 a 2 disjoints) et Y (2) = {y;, 1 <k < K}

de cardinal M < K (non nécessairement 2 & 2 disjoints),
N

(Azk + yi)pr = Z AZkpr, + Z YiPrk

k=1
idée cas genera| . On note (Cn)neN ((%i,Y7))(i,j)en? I'ensemble des valeurs possibles pour la variable aléatoire couple
(X,Y), avec X(2) = {z;, i €« N} et Y(Q) = {y;, j € N} , et on note p, = P({(X,Y) = Cy,}), pour tout n € N.

Comme X est d'espérance finie, la série E z;P({X = z;}) converge absolument, et sa somme vaut, en utilisant les lois

(2
marginales, et le théoréme de transfert pour f: (z,y) —> =

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires 4/14
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+00 +o00 400 4-00
= ZwiP({X =ux;}) = leZP (X,Y) = (zi,95)} ZZf ((zi,y;))PH(X,Y) = (zi,y5)})
=0 =0 j=0
+oo
n=0
+0o0
De méme pour g : (z,y) —> y : E[Y —Zg {(X,Y)=0Cn)})
Comme pourtoutnEN, INf(CR) + g(C )|<|)\\ |F(C)| + |g(Cn)l,
la série Z)\ +9(C))PH(X,Y) =C, )}) est absolument convergente et :
ZA Co))P({(X,Y) = ZAf +Zg Y)=Cn)})

Donc d’apreés le théoréme de transfert )\X + Y MUX,Y))+9((X,Y)) admet une espérance et :

EAX +Y) = AE(X)+EY) O

[Proposition 5.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes admettant des espérances et telles que
XY admet une espérance, alors E(XY) =E(X) E(Y).

Démonstration hors programme
idée : OK pour des variables aléatoires a espaces d'états finis, puis théoréme de Fubini sur la loi du couple (X,Y).

Remarque : réciproque fausse pour X =Y de loi b(p) par exemple

I1.2 Variance
[Proposition 6.}

Soit X v.a. a valeurs dans N. Si la variable aléatoire X? est d’espérance finie, alors X est elle-méme
d’espérance finie.
e. : Si E[X?] existe, alors E[X] existe.

1dée Démonstration :

N N N N
D mbn =D v/Pu X Vo S| D_ThVPR | D Ve S anpn
n=0 n=0 C=5% \ o n=0

marche encore si X discréte quelconque...

[Proposition 7.}

Soit X v.a. a valeurs dans N. Si E[X?] existe, alors m = E[X] existe et E[(X — m)?].
De plus E[(X —m)?] = E[X?] — (E[X])?

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires 5/14
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Démonstration : (X —m)* = X? — 2mX +m?>.
+oo

E[m?] = Zm2pn = m? existe par transfert via f : z — m?z°

ou via v.a.r. constante.

n=0

DOnc par linéarité E[(X — m)?] = E[X?] — 2mE[X] + E[m?] = E[X?] — m?. O (formule de Koenig).

Définition 7.

Si X? est d'espérance finie, la variance de X est le réel [ V(X) = E (X — E(X))?) = E(X?) — E(X)?|.

[Proposition 8.}

Soit X v.a. a valeurs discréte admettant une variance et une espérance. Alors | V(X) = E(X?) — E(X)?

idée Démonstration : linéarité

E (X —E(X))*) =E (X*? - 2E(X)X + (E(X))*) = E(X?) — 2E(X)E(X) + E(E(X)*) O

[Proposition 9.}

Pour a et b réels et X une variable aléatoire réelle, on a |V(aX + b) = a® V(X)

démonstration : Calcul direct :
E(aX +b) = aE(X) + b, donc E((aX + b —E(aX +b))?) = E((a(X — E(X)))?) = ’E((X —E(X))?). O

N
exemple 4. Pour Sy = Z Xy, de loi B(V,p), somme de variables de loi b(p) indépendantes,

k=1
N

V(Sy) =) _V(Xy) = Np(1—p)

k=1

1 1 1-—
exemple 5. Pour Sy de loi B(N,p), V <NSN) = WV(SM = p N )

[Proposition 10.]

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes admettant des variances, alors
VIX+Y)=V(X)+ V() +2E[(X —EX))(Y —EY))].

Démonstration : (X —E(X)(Y —E(Y)))? = (X —E(X))* +2(X —E(X))(Y —E(Y)) + (Y — E(Y))?

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires 6/14
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II.3 Covariance, corrélation
[Déﬁnition 8 (Covariance).}

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)

En cas d’indépendance, la covariance est nulle.

[Proposition 11.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes admettant des variances, alors
V(X +Y)=V(X)+ V().

Démonstration

[Déﬁnition 9 (coefficient de corrélation) ]

Cov(X,Y)

pLX,Y) = V(X) V(Y)

Remarque 5. En cas d’indépendance, la corrélation vaut 0.
En cas de ralation Y = aX + b, la corrélation vaut 1 ou —1.

(Définition 10. )

Ecart type o(X) = v/V(X).

[Proposition 12 (Cauchy-Schwarz) }

Soient XY deux variables aléatoires discrétes a valeurs réelles.
Cov(X,Y) < /V(X) V(Y)

—1<p(X,Y) <1

démonstration : ( Inégalité de Cauchy-Schwarz) V(tX +Y) = t*V(X) + 2tCov(X,Y) + V(Y), trinome dont le

discriminant ne change pas de signe.
Dans le cas de variables a valeurs dans un ensemble fini, il y a égalité ssi X — E(X) et Y — E(Y') sont

colinéaires, i.e. ssi Fa; a(X —E(X)) =Y —E(Y)ssida,b; aX+0=Y O

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires 7/14
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Remarque 6. Régression linéaire : si |p| = 1, alors égalité dans Cauchy-Schwarz : (X — E(X)) et (Y — E(Y))
sont colinéaires, donc il existe a, b tels que Y = aX + b.
Sinon, onposeE:(yl )etF:( ey

N)
= (5) -

on cherche a, b tels que HF —a=+ b soit minimale, avec M = (9511 o x1N>
OK pour V = (Z) le projeté de I" sur Im(M).

III. Suites de variables aléatoires

ITII.1 Indépendance de deux variables aléatoires

II1.2 Indépendance d’une famille de variables
[Déﬁnition 11 (Variables mutuellement indépendantes).]

Des variables aléatoires (Xi,..., X)) sont dites mutuellement indépendantes si :

V(z1,...,2n) € HXZ-(Q), P((Xi)i<i<n = (@) 1<i<n) = HP(Xi = ;)

[Déﬁnition 12 (Suite de variables aléatoires indépendantes).}

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires.
On dit que les (X, )nen sont (mutuellement) indépendantes si
pour toute partie I finie de N, les (X;);c; sont mutuellement indépendantes.

[Déﬁnition 13 (Suite de variables aléatoires indépendantes).}

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires.
On dit que les (X,,)nen sont deux a deux indépendantes si
Vi # j, X; et X sont indépendantes.

exemple 6. Application a la modélisation d’un jeu de pile ou face infini par une suite de variables aléatoires
de Bernoulli mutuellement indépendantes.

On note N € N*, p €]0,1[, et X7,..., Xy des variables aléatoires indépendantes suivant la loi b(p).
N

Alors Sy = ZXi suit la loi B(N, p).
i=1
En effet, Sy est a Valeurs dans [0, N], et pour tout k£ € [0, N] on a :

P({Sy =k}) = {ZX =k}) =P( U {(X1,...,Xn) = (e1,...,en)}) =

N evnmts incompatibles
i)E{O,l}, Zi:l 8i:k

> P{(X1,...,Xn) = (c1,...,en)}) = > PP —p)N k= (]me—p)fv—k

indep.

(e)€{0,1}, TN, ei=k (e)€{0,1}, X, ei=k

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires 8/14
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exemple 7. Attention : 'indépendance mutuelle implique I'indépendance 2 & 2, mais la réciproque est fausse!
Contre-exemple : X et Y indépendantes de loi b(1/2), Z = (2X —1)(2Y —1).
PZ=1)=PX=LY=1)+PX=0Y=0=12PZ=-1)=P(X=0,Y=1)+P(X=1Y =
0)=1/2
PZ=1,X=0=PX=0Y=0)=1/4=PZ=1)P(X=0),P(Z=1,X=1)=PX=1Y=1)=
1/4=P(Z =1)P(X = 1) d’ou I'indépendance 2 & 2.
En revanche, P(Z=1,X=0,Y=1)=0#P(Z=1)P(X =0)P(Y =1)

[Déﬁnition 14 (Variables i.i.d.).}

Une suite de variables aléatoires (x,,) est constituée de variables indépendantes identiquement dis-
tribuées si :

— les X, sont (mutuellement) indépendantes

— Les X,,, n € N ont toutes la méme loi de probabilité.

exemple 8. Modélisation du jeu de pile ou face infini : suite i.i.d. de variables de Bernoulli.

I11.3 Coalitions

[Proposition 13 (lemme des coalitions).}

si les variables aléatoires X7, ..., X, sont indépendantes, alors f(X1,...,X,,) et ¢(Xpy1,..., Xp) le
sont aussi.

Extension au cas de plus de deux coalitions.

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires 9/14
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NOUVEAU Programme PC 2022 :

ITI.4 Variables aléatoires discrétes(suit)

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Loi d’une variable aléatoire discréte

Couple de variables aléatoires discrétes.

Loi conjointe, lois marginales.
Loi conditionnelle de Y sachant un événement A.

Un couple de variables aléatoires est une variable aléa-
toire a valeurs dans un produit.

Notation P(X = z,Y =y).

Extension aux n-uplets de variables aléatoires.

e) Evénements indépendants

Indépendance de deux événements.

Indépendance d’une famille finie d’événements.

Si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi.

Si P(B) > 0, I'indépendance de A et B équivaut a
P(A|B) = P(A).

L’indépendance deux & deux n’entraine pas I'indépen-
dance.
Extension au cas de n événements.

f) Variables aléatoires indépendantes

Deux variables aléatoires discrétes X et Y définies
sur € sont indépendantes si, pour tout A C X(Q)
et B C Y(Q), les événements (X € A) et (Y € B)
sont indépendants.

Suites de variables aléatoires indépendantes, suites
ii.d.

Fonctions de variables indépendantes :
si X 1LY, alors f(X) 1 g(Y).
Lemme des coalitions :

si les variables aléatoires Xi,...
dantes, alors f(Xy,...,X,) et g(Xpmi1,---
sont, aussi.

, X,, sont indépen-
, X)) le

Notation X 1L Y.
De fagon équivalente, la distribution de probabilités
de (X,Y) est donnée par

P(X=xz,Y=y)=P(X =2)P(Y =y).
Extension au cas de n variables aléatoires.
On ne souléve aucune difficulté quant a ’existence
d’un espace probabilisé portant une suite i.i.d.
Modélisation du jeu de pile ou face infini : suite i.i.d.
de variables de Bernoulli.
Extension au cas de plus de deux variables aléatoires.

Extension au cas de plus de deux coalitions.

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires
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Programme PC :

Probabilités

Les chapitres de probabilités permettent de développer les compélences suivantes :
— modéliser des situations aléatoires par le choix d’un espace probabilisé ou de variables aléatoires adéquats ;
— maitriser un formalisme spécifique auz probabilités.

4.a) A- Espaces probabilisés

Cette partie a pour objectif la mise en place du cadre général de la théorie des probabilités permettant d’aborder
I’étude de processus stochastiques a temps discret. Cette mise en place se veut minimale. En particulier :

— la notion de tribu ne doit donner lieu & aucun développement théorique autre que sa définition ;

— la construction d’espaces probabilisés n’est pas un objectif du programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Ensembles dénombrables

Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection
avec N. Ensembles finis ou dénombrables.
Dénombrabilité de Z, d’un produit cartésien de deux
ensembles dénombrables.

Un ensemble fini ou dénombrable peut étre décrit en
extension sous la forme {z, ; n € N}.

Toute autre connaissance sur la dénombrabilité est
hors programme.

b) Espace probabilisé

Si 2 est un ensemble, on appelle tribu sur §2 une partie
A de 'ensemble P(2) des parties de € telle que :

1. Qe A,
2. pour tout A€ A, A=Q\ A€ A,

3. pour toute suite (A,),>0 d’éléments de A, la
“+o0o
réunion U A, appartient a A.
n=0
Si Q est un ensemble et A une tribu sur €2, on appelle
probabilité sur (2, A) une application P: A — [0, 1]
telle que :
1. P(Q) =1,

2. pour toute suite (A,),>o d’événements incom-
patibles,

R

On appelle espace probabilisé un triplet (2, A, P) ou
A est une tribu et P une probabilité sur (2,.4).

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires

L’ensemble €2 est 'univers; il n’est en général pas pré-
cisé. Les éléments de A sont les événements. Les étu-
diants doivent savoir expliciter un événement a partir
d’autres événements en utilisant la réunion, I'intersec-
tion et le complémentaire. On fait le paralléle entre le
vocabulaire probabiliste et le vocabulaire ensembliste.
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES
Propriétés :
—+o00
— ﬂ A, € A.

n=0

— Continuité croissante : si (A, )n>0 est une suite
d’événements telle que, pour tout n, on ait
A, C Ay, alors :

“+o0o
lim P(A,) =P Ay
S P(A,) (U )

— Continuité décroissante : si (A,)n>0 est une
suite d’événements telle que, pour tout n, on
ait A,.1 C A, alors :

+o0
Jlim P(A,) =P (DO An) .

— Sous additivité : si (A, )nen est une suite d’évé-
nements, alors :

() <o

c) Conditionnement et indépendance

Si A et B sont deux événements tels que P(B) > 0,
on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B

le réel
Pp(A) = %

Formule des probabilités composées.

Systéme complet dénombrable d’événements.
Formule des probabilités totales : si (A,)nen est
un systéme complet d’événements, alors la série

Z P(BnNA,) converge et

P(B) = io P(BNA,) = io P(B | A,) P(A,)

Formule de Bayes.

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires

Notation Pg(A) = P(A | B). L’application Pp est
une probabilité sur (£2, A).

Ce paragraphe étend rapidement les concepts et résul-
tats vus en premiére année dans le cadre des univers
finis.

On adopte la convention P(B | A,) P(A,) = 0 lorsque
P(A,) =0.

La formule reste valable dans le cas d’une suite
(Ap)nen d’événements deux a deux incompatibles tels

que ZP(A,L) =1

n=0
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CONTENUS

Indépendance de deux événements.

Indépendance mutuelle d’une famille finie d’événe-
ments.

CAPACITES & COMMENTAIRES
Si P(B) > 0, 'indépendance de A et B équivaut a
P(A| B) = P(A).
L’indépendance des événements A; deux & deux n’en-
traine pas leur indépendance mutuelle si n > 3.

d’) Généralités (sur les variables aléatoires)

Une variable aléatoire discréte X sur (2, A) est une
application définie sur €2 dont I'image est finie ou dé-
nombrable et telle que I'image réciproque de tout élé-
ment de X (Q2) appartient a A.

Notations (X € U), {X € U}.

Loi d’une variable aléatoire discréte.

Si X prend ses valeurs dans { z,, ; n > 0 }, les z,, étant

distincts, et si (p,)ns0 est une suite de réels positifs
+o00

vérifiant an =1, alors il existe une probabilité P

n=0

sur (Q, A) telle que P(X = z,,) = p, pour tout n € N,

Pour tout U C X (), X '(U) est un événement.

Démonstration hors programme.

d) Lois usuelles

Pour p dans ]0, 1], loi géométrique de paramétre p :
la variable aléatoire X suit une loi géométrique de
parameétre p si et seulement si

VkeN*,  P(X =k) =p(l-prt

Série génératrice, espérance et variance.
Loi de Poisson de parameétre \.
S PC : compteur Geiger.

Notation X — G(p).

La loi géométrique peut étre interprétée comme rang
du premier succés dans une suite illimitée d’épreuves
de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.

b) Espérance et variance

La variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans
un ensemble dénombrable {x,, ; n > 0} est dite d’espé-

rance finie si la série Z x, P(X = x,) est absolument
convergente ; si tel est le cas, on appelle espérance de

+o0o
X, noté¢ E(X), le réel anP(X = Tp).
n=0

+oo
Si X est a valeurs dans N, alors E(X) = ZP(X >
n=1

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires

+oo
On admet que la somme Z x, P(X = x,) ne dépend

n=0
pas de 'ordre d’énumeération.

S PC : énergie moyenne de systémes a spectre discret.
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Théoréme du transfert : si X est une variable aléa- Démonstration hors programme.
toire et f une application & valeurs réelles définie sur

I'image {x,, n € N} de X, alors f(X) est d’espérance

finie si et seulement si la série YP(X = z,,) f(x,)

converge absolument. Dans ce cas, on a :

E(f(X)) =) P(X =) f(za)-

Ch.13 Indépendance d’un couple ou suite de variables aléatoires 14/14
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