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I. Rappels de PCSI : fonctions de 2 variables

On note (1, e3) la base canonique de E = R2.

I.1 Dérivées partielles premiéres

Définition 1.

Soit @ un point de U ouvert de R* et f : U — R.
On dit que f : (z,y) — f(z,y) admet une dérivée partielle en a par rapport a sa lére variable si la
limite suivante existe et est finie (dans R) :

.1 —

lim  (f(a+ h?) — /()
: af _

Si tel est le cas on note —(a) la valeur de cette limite.

On dit que f admet une dérivée partielle en a par rapport a sa 2éme variable si la limite suivante existe
et est finie (dans R) :

lim % (f(a+ke3) — f(a)

k—0

: 9, .
Si tel est le cas on note a—f(a) la valeur de cette limite.
Y

1.2 La classe C!
Définition 2.

Soit U un ouvert de R?. Une application f : U — R est dite de classe C' sur U si les applications dérivées

: 0 0 : :
partielles u — a—f(u) u a—f(u) existent et sont continues sur U.
x )

Notation 1. On note C'(U,R) l'ensemble des fonctions de classe C' sur un ouvert U de R?, & valeurs dans R.
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I.3 DL1

Surface d équation : z=2 +y+cos(z)y’

axe des v

[Proposition 1 (D.L. d’ordre 1)]

Soient U un ouvert de R? a = (a1, ay) un point de U, et f € C*(U,R) . Alors

— af af —
flat ®) = f(@)+h 5@ +h (@) +o(I7])

démonstration (HP) :
On pose f. o, : R =R, 1 — f(z1,a2)
Comme f est de classe C!, f..ap €st aussi de classe C! sur R, donc

df.u,
Fanan +1) =, Fslan) + 2 ar) + o)
ou encore

0
Flan 4 husas) = far,as) + b o (ar,a2) + ofh) )
h1—0 8951
De méme on pose fy, 1, : R — R, 9 — f(a; + hy,x2) et on obtient :

dfayn.

vt (@2 1a) | = v a2) + 1 2 1) o)

ha—0 di[fl
ou encore

0
f(a1 + hl, (05} + hg) h:0 f(al + hl, ag) + hg%(al + hl, ag) + O(hg) (2)
2—> 2
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Or par continuité de 6_f on a
aZEQ

af _of

@_JJQ(CLI —+ hl, CLQ) h1:0 8_x2<a1’ az) + O(hl) (3)
Mais alors, d’aprés (9), (10), (11), on a

0 0 /
f(al + hl, as + hz) h2:—>0 f(CLb (12) + hla—i(al, ag) + hga—i(al, ClQ) +o0 ( h% + h%) (4)

Corollaire 2.

Soit U un ouvert de R?. On a : C'(U,R) C C°(U, R).
i.e. : toute fonction de classe C' est continue.

[Proposition 3.J

Soit U un ouvert de R?.
Toute combinaison linéaire de fonctions de classe C! sur un ouvert U est de classe C' sur U.
L’ensemble C'(U,R) est un R-espace vectoriel.
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I.4 Vecteur gradient et plan tangent
[Définition 3.]

Soit U un ouvert de R? a = (x9,10) un point de U/ et f : U — R une application de classe C' sur
U. On appelle (vecteur) gradient de f en a le vecteur, noté V f(a), correspondant au vecteur colonne

of

=-(a) _

g% dans la base canonique.
a—y(@)

[Proposition 4.]

On considére la surface S d'équation cartésienne z = f(z,y), ou f : U — R, avec U ouvert de R?.
Soit (l’o,y0> eEU et 20 = f(‘rojyo).

le plan tangent a la surface S en (0, yo) est le plan d'équation cartésienne :

0 0
z—2zp=(z— xo)a—i(%, Yo, 20) + (y — yo)a—g(xm Y0, 20)

[Proposition 5 (D.L. d'ordre 1)}

. . -
Soient U un ouvert de R?, a = (9,%o) un point de U, et f € C*(U,R) . Alors pour h vecteur de R?,
on a avec la notation (| ) pour le produit scalaire usuel :

fla+ ) = f<a>+<Vf<a>|7>+0<(m2>

—0

Remarque 1. Interprétation : le gradient de f en a = (z,yo) définit la direction dans laquelle f croit le plus
vite (ligne de plus grande pente sur la surface correspondante).

I.5 Dérivées partielles et composées

5.a) Dérivée selon un vecteur
[Définition 4.]

Soient a = (20, yo) un point de I'ouvert U de R?, ¥ = (1, v3) un vecteur non nul de R? et f : U/ — R,

On dit que f admet une dérivée suivant le vecteur ¥ en a, notée D+ f(a) lorsque la limite suivante existe
et est finie :

i fa+ ) = £(a)

t—0t£0 t

Remarque 2. Comme U est ouvert, il existe 7 > 0 tel que B(a,r) C U, donc pour ¢ tel que t\|7|| <r a+tvU
L’existence de D+ f(a) est équivalente & la dérivabilité en 0 de I'application gz : t — f(a +t 7).
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[Proposition 6.}

Soient U un ouvert de R?, a = (0, yo) un point de U, et f € C*(U,R) . Alors pour
on a avec la notation < | > pour le produit scalaire usuel :

D+ f(a) = (Vf(@)[ B )

dém : E) =t on simplifie par ¢. 0.
5.b) Régle de la chaine
[Proposition 7 (régle de la cha?ne).}

Soient U un ouvert de R?, I un intervalle ouvert, z,y des fonctions de classe C*(I,R) telles que {~(t)

(z(t),y@#));t €I} CU, f: U — R de classe C' .

Alors t + f(x(t),y(t)) est de classe C* sur I et pour tout t € I, on a :

5 Fa®.00) = Z@®) x FO + 2 a0 x L0

démonstration : On a pour tout i € [1,p] :

zi(t + h) = x;(t) + ha'(t) + he;(h), avec lime;(h) =0

h—0

et pour a = (1]1(t)7 e ,Ip(t)) et ) = (51, R 761)) = (h[l?l(t) + hgi(h))1<i<p .

f<a+a>:f<a>+z§i< )6

Donc %(f(x(tJrh))—f(x(t)))—Z of (x(t)zi(t) + ' ﬁ( gi(h) —— Z

aZL’Z ! 8@
=1

axz

U vecteur de R?,

dV ov
Remarque 3. En physique, on note V' = fo-~ et la dérivée par rapport a ¢ est [dt Ere '1
T

zy(t)+---+ S—ij;(@.

Remarque 4. Interprétation :
Y(t) = (x(t),y(t)).

for/(t) =(Vf(a)|y(t)) ou le vecteur vitesse est ' (t) = (z'(t), 4 (t))

[Proposition 8 (deérivée partielles de fonctions composées).}

Soient U un ouvert de R?, V un ouvert de R* & : U — V. (u,v) — (p(u,v),(

u,v))
gc f:V—R, (x,y)— f(z,y), et g=fo®: U —R, (u,v) — f(p(u,v),(u,v
n a
2 u0) = Sl ), 0)) X 52w, ) + Gt 0, 0) x S )
et
S 0) = S ol 0),000,0) X G200) + B ol ), v, 0) % S

Ch.14 Calcul différentiel
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Remarque 5. En physique : © = ¢(u,v) et y = 1(u,v) et :
<<@—gx@+gxay
ou Oxr Ou Oy Ou
5.c) Lignes de niveau planes

[Définition 5.]

Si C est une courbe plane, paramétrée par 7y : t — (2(t), y(t)) alors la tangente a la courbe au point M de
coordonnées (z(tg), y(to)) est la droite passant par M et dirigée par le vecteur « vitesse »  (2'(to), 9 (t0)).

[Proposition 9 (le gradient est orthogonal aux lignes de niveau).]

Si Lk = {(x,y) € R? f(x,y) = K} est une courbe d’équation cartésienne f(x,y) = K, pour K € R
constante fixée, alors pourtout point M de C, et pour tout vecteur 7M tangent a la courbe en M, on a
V(M) LT

démonstration : On peut paramétrer la ligne de niveau K par : L = {(z(t),y(t)); t € I}, pour un intervalle réel
I, etz,y € C'(I,R).
Comme pour tout t € I, K = f(x(t),y(t)), en dérivant on obtient :

0= G l0:9(0) = S @(0) 0)'0) + T 0,000 )

d
d'ol < &OM(t; -V f(M) >=0, le vecteur vitesse 7M étant le vecteur de coordonnées (2/(t),y'(t)) O

Remarque 6. En physique, on dit que le gradient est orthogonal aux lignes de niveau (équipotentielles), et orienté
selon les valeurs croissantes de f, en tout point ou il est non nul.

exemple 1. z = f(z,y) = —2 + (1 — sin(x))? + (sin(y) — sin(z)?)?

Surface z=f(x,y)

Lighes de niveau

(=] =
"0 \'/
|
<
&
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Remarque 7. Pour un relief paramétré par z = f(z,y), le vecteur Vf((x,y)) dirige la plus grande pente au
point M (x,y, f(x,y)) de la surface : en effet, la variation de f(z(t),y(t)) — f(zar, ym) est maximale lorsque le

d
terme d’ordre 1 < EOM(L‘; -V f(zar, yar) > est maximal, ce qui correspond au cas d’égalité de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz !

1.6 Extremums

6.a) Extremums locaux ou globaux

[Définition 6.}

Soient U un ouvert de R?, f : U — R et a un point de U.

On dit que f admet un minimum, resp. maximum) local en a, s'il existe € > 0 tel que :
Vo €U, |o—all <& = f(z) > f(a) (resp. f(z) < f(a))

Si f admet un maximum ou un minimum local en @ , on dit que f admet un extremum local.

Définition 7.

Soient U un ouvert de R”, f: U — R et a un point de U.
On dit que f admet un minimum global ( resp. maximum global) en a, si :

Ve elU, f(x) = f(a) (resp. f(z) < f(a))

Si f admet un maximum ou un minimum global en a , on dit que f admet un extremum global.

fi(z,y) = 2—1/4sin(y/2)*(zsin(x))* n’a pas de
minimum global (elle tend vers —oc le long de la suite de
points M,, = (nm/2,7), mais a pour maximum global
la valeur 2 atteinte en les (km,2¢m) pour k, ¢ entiers.

Minimums locaux

NN

N

WA
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[Définition 8 (point critique).}

Soit a € U avec U ouvert de R* et f € C'(U,R).
On dit que a = (7, yo) est un point critique de f si :

of of
%(a) = %(a) =0

Remarque 8. c.a.d. a critique ssi V f(a) = 0

[Proposition 10.}

Soient I/ un ouvert de R”, f: U — R et a un point de /. Si f admet un extremum en a, alors a est un
point critique.

démonstration : Dans le cas d'un maximum local (a fortiori dans le cas d'un maximum global) : nécessairement, pour
i € [1,p], il existe & > 0 tel que Vt €] —¢,¢], f(a+tel) < f(a).
Mais alors, la fonction ¢ :] — e, e[— R, ¢+~ f(a+te]) est une fonction dérivablg, qui admet un maximum en 0,
f
oz, (a) =0.
Remarque 9. En pratique, lorsque 'on cherche a déterminer le maximum d’une fonction a valeurs réelles, définie
sur une partie fermée bornée D du plan :
e On cherche le maximum my, sur son bord 0D (il est atteint, car f est continue sur le fermé borné 9D).
e On recherche d’éventuels points critiques sur Uintérieur int(D).
e S’il n’y en a pas, la borne supérieure est réalisée au bord, et elle est atteinte, ¢c’est un maximum.
e S’il y en a, on compare le maximum au bord, avec les valeurs en les points critiques.

d
donc ¢'(0) = 0. On en déduit que a(f(a + t?f)‘t:o = 0, ce qui revient a dire que
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II. Dérivation des fonctions vectorielles de la variable réelle.

I1.1 Définition

[Définition 9.}

Soient [ un intervalle réel, to € I et f: [ — R".
fi(t)

Ondit que f: I - R", t —> : est dérivable en t; si et seulement si la limite suivante existe

fn(?)

et est finie : .
}lig%) 7 (f(to+h) — f(to))

Si tel est le cas, on note f’(to) la valeur de cette limite, appelée vecteur dérivé de f en t,.

De plus , si cela est vrai en tout point ¢y de I on dit que f est dérivable sur I et on note f’ sa fonction
dérivée.

(Proposition 11 ( DL1 vectoriel).]

Si f: R — M, 1(K) est dérivable en ¢, alors :

flta+h) = f(to)+hf'(a)+ 7 (h)

0 f'(to) = Jim +(f(to+ h) = /(1)

démonstration :

On sait que x;(to + h) =, zi(to) + hai(to) + o(h) pour tout i € [1,n]
—

z1(to + h) x1(to + h) ' (to)
donc vectoriellement : : = : +h : + 7(h)
—
zp(to+ h) zn(to) z! (to)
1
. E(.ﬁlil(to + h) — ﬂfl(to))
pUiS —(X(to—i-h) —X(to)) == —>X/(t0) O
h h—0

(xn(to + h) — x,(t0))

S| =

Ch.14 Calcul différentiel 10/20
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[Proposition 12 (vecteur dérivé).}

1 (1)
On dit qu'une application vectorielle X : R — 9, (K), ¢ —— : est dérivable si et seulement si

T (1)
ses applications coordonnées x; : R — R sont dérivables, pour 1 <i < n.

(1)
Si tel est le cas, on note X' : R — 9M,,(K), t — : sa dérivée vectorielle.

7 (t)

Remarque 10. On a (comme pour les fonctions réelles de la variable réelle) équivalence entre la dérivabilité et
Iexistence d’un développement limité d’ordre 1.

Remarque 11. Intéreprétation physique : vecteur vitesse

[Définition 10 (classe Ck)]

Lorsque f’ est continue, on dit que f est de classe C'.

On définit C* (I, R™) comme pour les fonctions a valeurs réelles, et cela est équivalent a avoir des fonctions
composantes de classe C*.

I1.2 Propriétés

2.a) Dérivation et linéarité

[Proposition 13 (deérivation et Iinéarité).J

Soit L € L(R",R™) et f: I — R™ dérivable sur I.
Alors g = Lo f :t+—— L(f(t)) est dérivable sur I et

Vtel, g(t)= (Lo f)(t)= L(f(t))

démonstration : )
ft+h) = f{) + hf(t) +en donc o (f(t+h) = f()) = (1) +en 2 ['(D)
Ainsi

Fof(+ )~ Lo ) = £ (U0 = £0)) = L0+ &) 1 L)

car toute application linéaire est continue puisque lipschitzienne[d

Ch.14 Calcul différentiel 11/20
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2.b) Dérivation et linéarité
[Proposition 14.}

Soient E, F' euclidiens, f,g: I — E dérivable, et B : E x E — I une application bilinéaire.
Alors B(f,q) : I — F, t — B(f(t),g(t)) est dérivable sur I, et :

vt eI, (B(f(t),9(1))' () = B(f'(t),9(t)) + B(f (), 4'(2))

démonstration non exigible %(B(f(tvL h),g(t+h))—B(f(t),q(t))) = %(B(f(t +h),g(t+h))—B(f(t), g(t+

W)+ 3 (B, gt + 1) = B0, 9(0) = B (F(+h) = F(0) 9l h) + B, 7 e+ )~ g(1)) —
B (1), 9(0)) + B(/(0).4/(1)
car toute application bilinéaire est continue et car %(f(t%—h) — f(t)) — f'(t) et %(g(t—l—h) —g(t)) — g'(t).

O
exemple 2 (Produit scalaire).
Si f,g:1—R? alors t —< f(t)|g(t) > est dérivable de dérivée t =< f'(t)|g(t) > + < f(t)|d'(t) >
=2< f()]g(t) >
exemple 3 (Trajectoire orthoradiale).
Si f: I — R?esttel que:Vt eI, f(t) L f'(t), alors t — [[f(t)||*> =< f(t)|f(t) > est constante : le
mouvement est circulaire!

exemple 4. Si f,g: I — R? alors t — det(f(t),g(t)) est dérivable
de dérivée ¢ — det(f'(t), g(¢ )) +det(f(t),4'(t))

2.c) Dérivation et p-linéarité

[Proposition 15.}

Soient M p-linéaire et f1,..., f, dérivables.
Alors M (f1,..., f,) est dérivable et

S

Vtel, (M(fi,...,f,) () = M(fi(t), .oy fre1(@), fr), frar1 (), .-, fo(2))

k=1

démonstration non exigible
Application au déterminant d'une famille de n vecteurs colonnes.

2.d) Dérivation et composée

[Proposition 16.}

Soient [, J deux intervalles réels, £ euclidien, 7 I — FE dérivable et ¢ : J — I dérivable.
Alors ? op:J—E, t— ?(gp(t)) est dérivable sur J, et :

vs € J, (F (0(5))(s) = (s) T((s))

Ch.14 Calcul différentiel 12/20
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F(Foetrn -7 )D:IE(?WH P(t)+ o) = 7 (¢ (t))

=5 (F @) + (1) + 0(h) F(0)) + B (o' (t) + o)) — 7 (1)

— (o't +o<h>>? (1)) + T (h' (1) + o(R) )
=¢/(t) (1)) + (1) F(0(t) + T (1) +0(1) = #(1) (0 (0)) + F(1) — (&) F (1) O
Remarque 12. En physique on peut changer d’échelle de temps.

III. Fonctions de p variables

Cadre p =2 ou p = 3 On considére des fonctions f : R” — R", avec n € {1,2,3}.
On note B = (61, cee e_p>) la base canonique de R”.

III.1 Dérivées partielles
[Définition 11.]

Soient a un point de I'ouvert & de R?, & = un vecteur non nul de R? et f: U — R.

On dit que f admet une dérivée suivant le vecteur ¥ en a, notée D+ f(a) lorsque la limite suivante existe
et est finie :

L et t7) - fa)

t—0t#£0 t

Remarque 13. Comme U est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C U, donc pour ¢ tel que t||7|\ <r a+tvU
L’existence de D+ f(a) est équivalente & la dérivabilité en 0 de 'application ¢z : t — f(a + t7)

[Définition 12.]

Soient a un point de I'ouvert U de R et i € [[1, p].

On dit que f admet une dérivée partielle d'ordre 1 en a par rapport a sa iéme coordonnée si la limite
suivante existe et est finie :

i 1@ F 1) = £
t—0t£0 t

Si tel est le cas, on note 0; f(a) ou

5 (a) la valeur de cette limite finie Dz f(a), appelée dérivée partielle
X

d'ordre 1 en a par rapport a sa iéme coordonnée.

[Définition 13.]

Soit U un ouvert de E. Une application f : E — R est dite de classe C! sur U si ses applications dérivées

. 9, . . :
partielles u — a—f(u) pour j € [1,p], existent et sont continues sur U.
14

Ch.14 Calcul différentiel 13/20



Calcul différentiel PC Srepmatoires
Maths {é spciepntifi;ues

M Koger Lycée Brizeux

Notation 2. On note C'(U,R) 'ensemble des fonctions de classe C* sur un ouvert U de R?, ¢ valeurs dans R.

Remarque 14. On généralise la notation a C' (U, R™) pour des fonctions & valeurs vectorielles dont les composantes
appartiennent a C'(U, R)

[Corollaire 17.]

Soit U un ouvert de R?. On a : C'(U,R) C C°(U,R).
i.e. : toute fonction de classe C' est continue.

[Proposition 18.]

Soit U un ouvert de RP.
Toute combinaison linéaire de fonctions de classe C' sur un ouvert U est de classe C' sur U.
L’ensemble C'(U,R) est un R-espace vectoriel.

II1.2 DL1, gradient, différentielle
[Proposition 19 (D.L. d'ordre 1 et somme).}

Soient U un ouvert de R?, a = (a;)1<i<, un point de U, et f € C*(U,R) . Alors

HatT) = f@+3h 5@ +o (I 2)

h —0

[Définition 14.]

Soit U un ouvert de R3, @ un point de U et f : U — R une application de classe C' sur /. On appelle

(vecteur) gradient de f en a le vecteur, noté V f(a), correspondant au vecteur colonne | ——(a) | dans

la base canonique.

[Proposition 20 (D.L. d'ordre 1 et gradient).}

. . -
Soient U un ouvert de R?, a = (a;)1<i<, un point de U, et f € C'(U,R) . Alors pour h vecteur de R,
on a avec la notation ( | ) pour le produit scalaire usuel :

fla+®) = f@)+(Vi@I®)+o(IF]:)

E’—>0
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[Définition 15.]

Soit U un ouvert de R3, @ un point de U et f : U — R une application de classe C' sur /. On appelle

différentielle de f en a I'application linéaire appartenant a L(R?, R), noté df(a), définie par :

df(a) : (h17...,hp)»—>Zh-a—f(a)

J

p
0
Notation 3. Le terme Z h; a—;(a) est parfois noté df(a) e W et est égal a (Vf(a)|ﬁ).
j=1

oS oS
Remarque 15. En physique, pour une fonction (p,T) — S(p,T'), on écrit parfois « dS = —dp + ——=dT" »

dp oT
pour désigner I’approximation a ’ordre 1 :

oS oS
S(po +6p, T + 0T') — S(po, To) 50390 O ——(po, To)op + 6T(p0’ To)0T + o(+/ dp* + 0T?)

[Proposition 21 (D.L. d'ordre 1 et difFérentieIIe).J

. . -
Soient U un ouvert de R”, a = (a;)1<i<, un point de U, et f € C'(U,R) . Alors pour h vecteur de R”,
ona:

fla+®)_= f@)+df@) o K +o(IF])

h —0

ITI.3 Reégle de la chaine
[Proposition 22 (régle de la cha?ne).}

Soient U un ouvert de R?, I un intervalle ouvert, z,,...,, des fonctions de classe C'(I,R) telles que
{z(t) = (x1(2), . ())tGI}CL{fZ/{—HRdecIasseC1
Alors t +— f(xy(t ), ..., x,(t)) est de classe C' sur I et pour tout t € I, on a :

d af dz, of dz,
5 U0 5 0) = 5 (0) 0+ + 5 al) 200

démonstration : On a pour tout ¢ € [[1,p] :

zi(t + ) = 2i(t) + hal(t) + hei(h), avee lim i(h) = 0 (7)
et pour a = (z1(1), ..., z,(t)) et 6 = (81,...,8,) = (hz'(t) + hes(h))1cicy :

a0 = @+ o s ®)
Donc % (Fla(t + 1)) — Z e )+ Z_p; g—i(x i) — Z a O
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Remarque 16. En physique, on note V = fox et la dérivée par rapport a ¢ est [E = a—:r’l(t) +-+ a—x;(tﬂ
I Tp

(Proposition 23 (fonctions constantes).]

Soient U un ouvert convexe de R? et f : U/ — R de classe C*
Alors f est constante sur U si et seulement si ses dérivées partielles premiéres sont nulles sur U.

démonstration : pour tout chemin, 0 = (f o~)'(t) = Vf(a)---+'(t) donc le gradient est orthogonal a tous les
vecteurs de R” donc est le vecteur nul.

0J

[Proposition 24 (dérivée partielles de fonctions composées).}

Soient U un ouvert de R?, V un ouvert de R?, ¢ : U — V, (u,v) — (2(u, ), y(u,v))
et f:V—R, (z,y) — f(z,y), et g=fop:U —R, (u,v) — f(x(u,v),y(u,v)) de classe C".

On a

o u0) = (o 0), ) X o (u0) + Bl ),y 0) X G r0)
et

S (w0) = 3 (ol ) y(uy0) X S () + Gl ),y 0) X Gl

[Proposition 25 (utilisation des coordonnées poIaires).J

Soient V un ouvert de R? ne contenant pas (0,0), U un ouvert de R x R,
o: U —V, (p,0) — (pcosb, psinb)
et f:V—R, (z,y) — f(z,9), et g: U — R, (p,0) — f((pcosb,psind))

On a
g—i(p, 0) = %(pcos@,psin&) X cosf + g—i(pcosﬁ,psinﬁ) X sin @
%(p, 0) = %(pcos&,psin@) X (—psinf) + g—“;(pcosé’,psine) X pcost
démonstration : on compose les D.L. d'ordre 1.
Remarque 17. En physique, pour une fonction (z,y) — V(x,y), on écrit parfois « ?3_‘; = Z_‘;g_i + %—Zg—z »
pour designer : 57 (.6) = G- (o5, ), 4(9.6)) X 5 (0.6) + 5 (2(9.0):9(0.0)) % 52(5.6)
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I11.4 La classe C?
4.a) Définition
[Définition 16.]

Soit U un ouvert de R3. Une application f : U/ — R est dite de classe C? sur U si les applications dérivées

partielles u — %(u) u Z—‘g]:(u) u %(U) existent et sont de classe C' sur .

Notation 4. Dans le cas d’un application de 3 variables vers R, lorsqu’elle existent, on note :

2f . 1(df . of 0 (of
8$Zal‘j (CL) = ]111—%% (a—%x(a—khez) - %(alwa%a?))) - 8$z (a_x]) (CL)

J

2

On rencontre aussi la notation Q%f pour désigner , et les notations :

axzﬁmj
Pf . 1[0f of 0 (of
81:8;1/(&) = }LIE%E (a—yﬂﬂ(ﬂh + h, a2,G3) - a_y(ala ,az,a?,)) = % (8_y> (a)
0 f

L /of af 0 [0f
Foz(@) = lim = (%x(al +h,a, a3) = 5 -(ax, ,ag,a3)) = 52 (@) (a)

etc...

4.b) Matrice hessienne

,—[Théoréme 26 (De Schwarz).]

Si f:U — R est de classe C* sur U ouvert de R?, alors pour tous i, j € [1,3], et tout a € U on a :

P (@=L ()
(9951-8:63- n 8%8@

\

[ADMIS]

[Définition 17.]

Soit U un ouvert de R” et f € C*(U,R).
On appelle matrice hessienne de f en a € U la matrice symétrique réelle notée Hy(a) définie par

0 f
Hy(a) = ( (G))
f ChByaling 1<i<p,1<j<p

SUSHL =) =

Remarque 18. Matrice symétrique par Schwarz

Ch.14 Calcul différentiel 17/20



Calcul différentiel PC Srepmatoires
Maths {é spciepntifi;ues

M ‘Rpger Lycée Brizeux

4.c) DL2
[Proposition 27 (D.L. d'ordre 2 et somme).]

Soient ¢/ un ouvert de Rp, a= (az)1<,<p un point de U/, et f € CQ(Z/I,R) . Alors

1 0*f — |2
fla+B) = fla Z +5 > 55— hihj—i-o(‘ 2)
1<ij<p ~ T

h—>0

démonstration (HP) :
Comme f est de classe C?,

of h2 92 f

_ 2
flar+huan) = F0)+ (@) + P55 (@) + ok )
et
0 h3 02
flar +hy,ax+ho) = flay+ hy,a) + hom— / (a1 + hy,az) + —2—];(611 + h1,az) + o(h3) (10)
ha—0 0s 2 8172
Or par classe C! de ﬁ ona
X2
of _of *f 2
aIQ (al + hl’ CL2> h1:0 81’2( ) + hl &L‘l(‘?xQ <a> * 0<h1> (11)
Mais alors, d’aprés (9), (10), (11), on a
Flarthasthy) = fa)+m2@)+m 2@+ L oy smn =2 @+ 28 o (S22
S Y Yo, 289[;2 2 Oz? Y2 00102 2 0x3 Lo
(12)
cest a dire
of of 1 0*f 2
f(a1 + hi, a9 + ho) .t fla)+ hla—h(a) + hga—@(a) +3 Py oidir, (a) hihj+ o H h ) (13)

S S >

[Proposition 28 (D.L. d'ordre 2 gradient et hessienne).]

Soient U un ouvert de R?, a un point de U, et f € C*(U,R) . Alors
1 —|2
fla+ h) = f(a)+Vf(a)" x h+ §hT><Hf(a)><h+0(‘ 2)

=0
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I11.5 Extremums

On sait déja pour les fonctions de plusieurs variables qu'une condition nécéssaire d'extremum est d'étre point
critique, on peut préciser une C.N.s. pour la classe C? :

[Proposition 29 (CNS minimum et hessienne).}

Soient U un ouvert de R?, a un point de U, et f € C*(U,R) .
Alors

f admet un minimum local en a si et seulement si : @ est un point critique de f et si Hy(a) € S, (R).

f admet un minimum local strict en a si et seulement si :
a est un point critique de f et si Hy(a) € S, (R).

p
dém en diagonalisant via le thé spectral K" H;h = h" PDP"h = v Dv = Z dyvi. Le signe est positif ssi D est

k=1
a valeurs propres positives ; Le signe est strictement positif pour tout v non nul ssi D est a valeurs propres strictement
positives; []

[Corollaire 30 (fonction de 2 variables et hessienne).}

Soient U un ouvert de R? @ un point critique de U, et f € C*(U,R) .

Alors
Sidet(Hf(a)) <0, f n'a pas d’extremum en a
Si det(Hy(a)) > 0, f posséde un extremum en a et de plus :

— si tr(Hy(a)) > 0 alors il s'agit d'un minimum local
— si tr(Hs(a)) < 0 alors il s’agit d’'un maximum local

démdet(Hf(a)) = )\1)\2
tr(Hy(a)) = A\ + Az, le polyndme caractéristique est (X — A1) (X — Ag).

Si les valeurs propres sont non nulles de signes contraires il n'y a pas d’extremum; si elles sont non nulles et de

méme signe, soit elles sont toutes deux strictement positives et H;(a) € Sy "(maximum local), soit elles sont toutes
deux strictement négatives et —H(a) € S (minimum local)

f admet un maximum local en a si et seulement si : a est un point critique de f et si Hy(a) € S, (R).

f admet un maximum local strict en a si et seulement si :
a est un point critique de f et si Hy(a) € S;"(R).
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Maximum local Point selle

Minimum local
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