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I. Variables aléatoires a valeurs dans N

I.1 fonction génératrice

[Définition 1 ( fonction génératrice d'une variable aléatoire a valeurs dans N )j

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice la fonction Gx définie
par :

Gx(t) =E(t*) = f P(X =n) t"

Le rayon de convergence est au moins égal a 1.
Remarque 1. La loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans N est caractérisée par sa fonction génératrice Gx.
(n)
Gx (0)

en effet, le r.c.v. est > 0 donc par unicité du DSE, Vn € N, P[X =n| = '
n!

{Proposition 1.}

Gx CVN sur [—1,1], y est continue, et le rcv est > 1.

[Proposition 2.}

La variable aléatoire X admet une espérance E(X) si et seulement si Gx est dérivable en 1 et, si tel est
le cas, E(X) = G’y (1).

Démonstration non exigible.

[Proposition 3.}

La variable aléatoire X admet une variance si et seulement si G x est deux fois dérivable en 1.
Si tel est le cas, |G’ (1) = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X)

Démonstration non exigible.
Remarque 2. On obtient les expressions de V(X)) en fonction de G'x(1) et de G’%(1) en cas d’existence :
Gx(1) = E(X), G%(1) = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X), d’ou
V(X)=E(X(X - 1))+ E(X) - E(X)?

VIX] =E[(X ~E[X])’] = ) (k —E[X])’ P{X = k})

V[X] = E[(X - E[X])’] = E[X"] - (E[X])* = E[X(X - )]+ E[X] - (E[X])* = | GX (1) + Gk (1) — (G (1))"
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[Proposition 4.}

Si X admet une variance, alors V[X] = |G% (1) + G (1) — (G’ (1))?

Transfert et dérivations terme a terme successives des fonctions génératrices

[Proposition 5.}

La loi d'une v.a. X a valeurs dans N est caractérisée par sa fonction génératrice Gx.

Par unicité du DSE :

VkeN, PIX = k] =

[Proposition 6.}

Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors Gy .y = Gx X Gy

dém : par indépendance de t* et t*, E[t* ] = E[t*|E[t"]

I.2 Loi géométrique
[Définition 2.]

On appelle loi géométrique de paramétre réel p la loi, notée Geom(p), définie pour X — G(p) par :

Vke N, PUX =k} =(1-p)'p

C'est la loi du premier succés dans une épreuve de Bernoulli dont la probabilité de succés est p

[Proposition 7.}

Pour X de loi G(p), on a :

E[X] = -
b
Vi) = —F
pt
== (1-p)t
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démonstration : La série Z k?p(1 — p)*! converge, car son terme général est un o(k™?).
k

+oo &
Gx(t)=> tFp(1—p)' = % > ((1=p) = 1 gp 1 51(1 ﬁ);)t T1- <]1)t— p)t
= k=1
, _ p
GX(t) - (1 2_ Ei _p;t)Q
1 — p _p
GX(t) - (1 . (1 —p)t)3
Donc
BLX] = Gy (1) = -

p
V[X] = GX(1) + Gk (1) — (Gx(1))* =

1.3 Loi de Poisson
Définition 3.

On appelle loi de Poisson de paramétre réel A la loi, notée P(\) définie pour X — P(\) par :

k
P({X =k)) = Ze™

[Proposition 8.]

Pour X de loi P(\), on a:
E[X] = A

V[X] = A

Gx(s) = M1

démonstration :

. AF
La série E ]fQFe’A converge, car son terme général est un o(k™?).
- !

5 Ay AN (A0 AN (-1
GX(t):Zt Fe‘ =e Zt T:e_e .
k=0 ' k=0 '

G (t) = et

G (t) = N2

Donc

E[X] =G (1) = A

V[X] = G% (1) + Gx(1) = (G (1)) =X +A-(N2 =X O
Remarque 3 (additivité de poissons indépendantes). Si X < P(A) et Y — P(u) sont deux v.a. indépendantes,
alors X +Y — P(A+ p)

en effet - MtTert= — (OFME=D "ot |3 fonction génératrice caractérise la loi.
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1.4 Loi Binomiale
[Définition 4.]

On appelle loi Binomiale de paramétres N € N* et p €]0, 1] réel, la loi notée | B(NN,p)| définie pour
S — B(N,p) par :

P{S=k}) = (]Z) (1 —p)N=*p*, pour tout k € [0, N]

[Proposition 9.]

Pour S de loi B(N,p), on a:
E[S] = Np

V[S] = Np(1 —p)

Gs(s) = (1 - p+ps)

démonstration :
Al N Y (N N—k/ Nk N
On calcule la somme finie G4(t) = tk()l— N=kpk — ()1— Fpt)! = (1 —p+pt
n calcu mmmls();k(p)p;k(p)(p)(pp)
G(t) = Np(L —p+pt)V !
G§(t) = Np((N = 1)p)(1 — p+ pt)" > (pour N > 2)
Donc
E[S] = Gs(1) = Np
V[S] = G4(1) + Gs(1) — (G(1))> = N(N — 1)p* + Np — N*p* = Np— Np' = Np(1—p) O
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Nouveau Programme PC 2022 :
C - Espérance et variance

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Espérance d’une variable aléatoire discréte réelle

Espérance d'une variable aléatoire a valeurs

dans [0, +oc], définie par

zeX(Q)

Variable aléatoire X a valeurs réelles ou complexes d'es-
pérance finie, espérance de X.

Pour X variable aléatoire a valeurs dans N U {+oc},
relation :

E(X) = +ZOOP(X >n).

Espérance d'une variable géométrique, de Poisson.

Formule de transfert :
f(X) est d'espérance finie si et seulement si la famille
(f(z)P(X = x))xeX(Q) est sommable. Dans ce cas :

E(f(X)) =D f0)P(X = ).
z€X(Q)

Linéarité de I'espérance.
Si|X| <Y et E(Y) < 400, alors X est d'espérance
finie.
Positivité, croissance de |'espérance.
Si X est positive et d'espérance nulle, alors (X = 0) est
presque sdr.

Pour X et Y deux variables aléatoires indépendantes
d'espérance finie, alors XY est d'espérance finie et :

E(XY) = E(X)E(Y).

ou complexe

On adopte la convention zP(X = z) = 0 lorsque = =
+oo et P(X = +400) =0.

X est d'espérance finie si la famille (zP(X = x))xeX(Q)
est sommable. Dans ce cas, la somme de cette famille

est I'espérance de X.
Variable centrée.

On remarque que la formule s’applique aux couples, aux
n-uplets de variables aléatoires.

Extension au cas de n variables aléatoires.

b) Variance d'une variable aléatoire discréte réelle, écart type et covariance

Si X? est d’espérance finie, X est d'espérance finie.
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Inégalité de Cauchy-Schwarz :
si X2 et Y2 sont d'espérance finie, alors XY I'est aussi
et :

E(XY)? < E(X?)E(Y?)

Variance, écart type.

Relation V(X) = E(X?) — E(X).
Relation V(aX +b) = a* V(X).
Variance d'une variable géométrique, de Poisson.

Covariance de deux variables aléatoires.

Relation Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), cas de
deux variables indépendantes.

Variance d'une somme finie, cas de variables deux a deux
indépendantes.

CAPACITES & COMMENTAIRES
Cas d'égalité.

Notations V(X), o(X).
Variable réduite.

Si o(X) > 0, la variable X;(—)E(()X)

est centrée réduite.

c) Fonctions génératrices

Fonction génératrice de la variable aléatoire X a valeurs
dans N :

Gx(t)=E(t¥) = fP(X = n)t".

La loi d'une variable aléatoire X a valeurs dans N est
caractérisée par sa fonction génératrice Gy.

La variable aléatoire X est d’'espérance finie si et seule-
ment si Gx est dérivable en 1; dans ce cas E(X) =
Gx'(1).

Fonction génératrice d'une somme de deux variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans N.

La série entiére définissant G'x est de rayon > 1 et
converge normalement sur [—1, 1]. Continuité de Gx.
Les étudiants doivent savoir calculer rapidement la fonc-
tion génératrice d'une variable aléatoire de Bernoulli, bi-
nomiale, géométrique, de Poisson.

La démonstration de la réciproque n'est pas exigible.
Utilisation de G'x pour calculer E(X) et V(X).

Extension au cas d’'une somme finie de variables aléa-
toires indépendantes.
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