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Introduction : répétition d’événements indépendants

Exemple :
on répéte une expérience incertaine sur une grande population de taille Ny, et on aimerait comprendre le phénoméne
« en moyenne. »

e Pour le probabiliste, il s'agit de déterminer un modéle aléatoire (£2,.4, P) et une suite (X,,),>1 de variables
aléatoires indépendantes, représentant les différents résultats individuels.
Le comportement moyen d'un groupe de N variables est caractérisé par la variable aléatoire moyenne

X1+ Xy

Sn N

Il s'agit de comprendre les lois de Sy pour N € [1, Ng].

e Pour le statisticien, on dispose d'un échantillon (z1,...,xy) correspondant a un sondage d'une partie de
la population, et on aimerait tester son comportement moyen, a l'aide d'un modéle probabiliste, pour prédire I'état
du systéme (z1,...,2nN,)

T1+...TN

Pour cela, on s’appuie sur la moyenne observée & = sur |'échantillon sondé.

Réponse du programme de lycée :

Si les (X,,)n>1 sont indépendantes de méme loi usuelle,
admettant une « espérance » . € R et une « variance » o? > 0, alors lorsque N — +o00

X1+...XN . B ., 1 —(z—p)?
Sy = ——————— se comporte comme une variable gaussienne de densité fx : z — e 202

N V2mo?
On a

g
P Sy — <1,96— <0,95
({|N < 1,967 })

.. . , .- . X1 + ... XN ‘ o
ce qui signifie qu'avec une probabilité supérieur 3 95%, | ———— — | < 1,96——
qui signifie q p p 6 - [ Vo
059,
L-1,966 1L 1L+1966 S,

LU1+.. X

o . ) » : A SIN
Interprétation : la moyenne empirique observée sur I'échantillon z = doit é&tre souvent proche de

I'espérance y, et dans l'intervalle de cofiance Iy g5 = [t — 1,960, 1 + 1,960] dans 95% des observations.
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I. Variables centrées réduites, sommes finies de v.a.i.i.d.

I.1 Variable centrée réduite
[Proposition 1.}

Soit X une v.a. telle que X admet une espérance et telle que o(X) > 0.

X —E|X
Alors N = A est centrée et réduite, c'est a dire
o(X)
E[N] =0 (N centrée)
et

o(N) =1 (N réduite)

1.2 Somme de v.a.i.1.d.
[Proposition 2.]

Soient X7, ... X, des v.a.i.i.d. telles que X; admet une espérance.
En notant m = E(X)) et 0 = o(X,) et soit S,, = ZXZ-.
i=1

Sn —
Alors E[S,] = nm et V[S,] = no?, de sorte que N = on

ov/n

est centrée réduite.

II. Comportement asymptotique

II.1 Inégalité de Markov
[Proposition 3 (Inégalité de Markov).}

Soit X une variable aléatoire discréte, d’espérance finie.
E(]X])
t

Alors pour tout t > 0, on a |P(|X| > t) <

démonstration :

ot st | X(w)| >t
On note Y la v.a.r. définie pour tout w € Q, on a Y(w) = { 0 si [X(w)|<t
Ainsi Y est égale a ¢ si X >t et a 0 sinon, et se note Y(-) = ¢ 1x>¢(-).
On remarque que pour tout w € 2, on a || X (w)| > Y (w)

(car si w est tel que | X (w)| > ¢, alors | X (w)| >= Y (w) et si w est tel que | X (w)| < ¢, alors | X (w)| > 0= Y(w))
Y est a valeurs dans I'ensemble fini {0, 1}, donc admet une espérance.
| X'| admet une espérance, car la série Z |z |P({X = 21}) converge, puisque X admet une espérance.

D'aprés la croissance de I'espérance, on en déduit que :
E(]X]) > E(Y)
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oo EY)=0xPHY =0})+txPHY =t}) =t xP{Y =t}) =t x P{|X]| > t})
d'ou E(|X|) > tP(|X| > t), puis on divise par t > 0. [J

I1.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

En corollaire de l'inégalité de Markov, on en déduit une seconde inégalité :

[Corollaire 4 ( inégalité de Markov pour X2).}

Soit X une variable aléatoire discréte, d'espérance et de variance finies.

E(X?)
12

Alors pour tout ¢t > 0, on a P(|X| >t) <

démonstration : Markov appliqué a la v.a.r. X%, en remarquant que X> > t? <= |X| >t. O

[Proposition 5 (Inégalité de Bienaymé—Tchebychev).J

Soit X une variable aléatoire discréte, d'espérance et de variance finies.
V(X)
-2

Alors pour tout e > 0, on a : |P(|X —E(X)| > ¢) <

démonstration : 2éme inégalité de Markov appliqué a (X —E(X)) O

Remarque 1. La variance (ou 1’écart-type) mesure donc la variation par rapport a la moyenne.

I1.3 Application : Loi des grands nombres

,—{Théoréme 6 (Loi faible des grands nombres).}

moment d’ordre 2, alors, si S,, = ZXk, m =E(X;) et 0 = 0(X;), on a pour tout € > 0,

k=1
*(

n—oo

1
L= >¢) o
n

si (X,)n>1 est une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et de méme loi admettant un

démonstration :

L 52

1
U—,ona P(’—Sn—m‘>£)§"—2 O
n €

2
Remarque 2. Intervalle de confiance a 95% pour n = 1000 tirages 0,95 =
ne

précis.
En pratique celui obtenu par le théoréme de la limite centrale est meilleur.

Ch.17 Inégalités probabilistes

. S, : : .
Conséquence de Bienaymé-Tchebychev pour X = —=, variable d'espérance m et de variance
n

o
—. donc € = v0.95 % 0 xn c’est peu

4/11



S TY T .
Cours Inégalités probablllstesl PC X grlﬁz(guli

Chapitre 17 2022-2023 ¥ cumim

> F(x)

1
Remarque 3. (HP) Méthode de Monte-Carlo : pour approcher / f, on calcule lle pour des X; de loi
0

uniforme sur [0, 1]...

ITII. Compléments

ITI.1 Positivité, croissance de 1’espérance

En conséquence de la linéarité de I'espérance

[Proposition 7.}

Si Xi,...,X, sont des v.a. discrétes admettant une espérance (indépendantes ou non), alors

E(Xi+---+X,) = i]E(Xz)

démonstration : Par récurrence sur n > 2.

[Proposition 8 (Positivité, croissance de I'espérance).J

Pour tous X, Y variables aléatoires et tout A € R, on a :
o[Positivité | Si X est a valeurs positives et admet une espérance, alors E(X) > 0
o[Croissance |  Si X et Y admettent des espérances et si : X(w) < Y (w), Yw € €,
alors E(X) <E(Y)

+o0
démonstration : Pour la positivité de |'espérance on remarque que E(X) = Zka({X = x1}) est la somme

k=0
d’une série convergente positive.

Pour la croissance de I'espérance, il suffit d"appliquer le point précédent 3 Y — X > 0 et par linéarite E(Y)—E(X) > 0.

[Proposition 9.}

Si | X| <Y etsiY admet une espérance, alors X estd 'espérance finie et E[| X |] < E[Y].

II11.2 Compléments

[Proposition 10.}

Si X est positive d'espérance nulle, alors {X = 0} est presque-siir.

Ch.17 Inégalités probabilistes 5/11



ST o .
Maths Inégalités probablllstesl PC < grli:;(e;uE

M Koger Quimper

[ Proposition 11. J

+oo
Si X est a valeurs dans N admet une espérance, alors E(X) = ZP(X >n).
n=1

dém : on découpe et on intervertit les sommes convergentes

E(X) :fk P(X = k) :f (ip(x#))

k=1 n=1
somme sé?e positive 1<Z<kP(X - k) inte’mi’/‘sion 21 (k_ P(X = k)) = Zl P(X 2 n) U

(Proposition 12 (Inégalité de Cauchy—Schwarz).]

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes telles que X? et Y2 admet des espérance, alors
(E(XY))* < E(X?) E(Y?).

I11.3 Variance d’une somme
[Proposition 13.}

Si X1,...,X, sont des v.a. discrétes admettant une variance, alors
V(X1 + -+ Xa) = ) V(X)) + ) (B(X:X;) — B(X;)E(X;))
i=1 itj

_ ZV(Xi) +2 Y (B(X.X;) - B(X)E(X;))

1<i<j<n

démonstration : Calcul direct, par récurrence sur n. [
.4
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NOUVEAU Programme PC 2022 :

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Inégalités probabilistes

Inégalité de Markov.
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Loi faible des grands nombres : Les étudiants doivent savoir retrouver, avec 0 = o(X;) :
si (X,,)n>1 est une suite i.i.d. de variables aléatoires de
S o?
~_—m|>e| < —.

n
variance finie, alors en notant S, = E X, et m = P(
k=1

E(X1), pour tout £ > 0 :

p(|%

——m‘ 25) —>0
n n—-+4oo
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Programme PC :

Probabilités

Les chapitres de probabilités permettent de développer les compétences suivantes :
— modéliser des situations aléatoires par le choix d’'un espace probabilisé ou de variables aléatoires adéquats;

— maitriser un formalisme spécifique aux probabilités.

3.a) A- Espaces probabilisés

Cette partie a pour objectif la mise en place du cadre général de la théorie des probabilités permettant d’aborder
I'étude de processus stochastiques a temps discret. Cette mise en place se veut minimale. En particulier :

— la notion de tribu ne doit donner lieu 3 aucun développement théorique autre que sa définition ;

— la construction d’espaces probabilisés n'est pas un objectif du programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Ensembles dénombrables

Un ensemble est dit dénombrable s'il est en bijection avec
N. Ensembles finis ou dénombrables.

Dénombrabilité de Z, d'un produit cartésien de deux en-
sembles dénombrables.

Un ensemble fini ou dénombrable peut étre décrit en
extension sous la forme {z,,; n € N}.

Toute autre connaissance sur la dénombrabilité est hors
programme.

b) Espace probabilisé

Si Q) est un ensemble, on appelle tribu sur € une partie
A de I'ensemble P(£2) des parties de € telle que :

1. Qe A,
2. pourtout Ac A, A=Q\ A€ A,

3. pour toute suite (A,),>0 d'éléments de A, la
+o0

réunion U A, appartient & A.
n=0
Si € est un ensemble et A une tribu sur 2, on appelle
probabilité sur (€2, A) une application P: A — [0, 1]
telle que :
1. P(Q) =1,

2. pour toute suite (A,,),>0 d'événements incompa-

tibles,
+oo +oo
P (U An) => P(4,).
n=0 n=0

On appelle espace probabilisé un triplet (€2, A, P) ot A
est une tribu et P une probabilité sur (2, A).

Ch.17 Inégalités probabilistes

L'ensemble €2 est I'univers; il n’est en général pas précisé.
Les éléments de A sont les événements. Les étudiants
doivent savoir expliciter un événement a partir d'autres
événements en utilisant la réunion, |'intersection et le
complémentaire. On fait le paralléle entre le vocabulaire
probabiliste et le vocabulaire ensembliste.
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES
Propriétés :
— ﬂ A, € A.
n=0

— Continuité croissante : si (A,)n>0 est une suite
d'événements telle que, pour tout n, on ait A,, C

Ay, alors :
-r(Ua)

— Continuité décroissante : si (A,),>0 est une suite
d’'événements telle que, pour tout n, on ait

A,p1 C A, alors :
=r(A)

i (Ap)nen est une suite d'évé-

lim P(A,)

n—-+o0o

lim P(A

n—r—+00

— Sous additivité :
nements, alors :

+o00 +o0
P(U An) <> P4
n=0 n=0

c) Conditionnement et indépendance

Si A et B sont deux événements tels que P(B) > 0, on
appelle probabilité conditionnelle de A sachant B le réel

}%3@4):: P«;ﬁ;;;g)

Formule des probabilités composées.
Systéme complet dénombrable d'événements.
Formule des probabilités totales : si (A, ),en est un sys-

téme complet d’événements, alors la série Z P(BNA,)
converge et

= f P(BNA,) = f P(B | Ay) P(Ay)

Formule de Bayes.

Ch.17 Inégalités probabilistes

Notation Pp(A) = P(A | B). L'application P est une
probabilité sur (€2, .A4).

Ce paragraphe étend rapidement les concepts et résultats
vus en premiére année dans le cadre des univers finis.

On adopte la convention P(B | A,,)P(A,,) = 0 lorsque
P(A,) =0.

La formule reste valable dans le cas d'une suite
(A;)nen d'événements deux a deux incompatibles tels

que ZP(AH) =1

n=0
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CONTENUS

Indépendance de deux événements.

Indépendance mutuelle d'une famille finie d'événements.

CAPACITES & COMMENTAIRES
Si P(B) > 0, l'indépendance de A et B équivaut a
P(A| B) = P(A).
L'indépendance des événements A; deux a deux n’en-
traine pas leur indépendance mutuelle si n > 3.

d’) Généralités (sur les variables aléatoires)

Une variable aléatoire discréte X sur (€2, A) est une ap-
plication définie sur Q dont |'image est finie ou dénom-
brable et telle que I'image réciproque de tout élément de
X (Q) appartient a A.

Notations (X € U), {X € U}.

Loi d'une variable aléatoire discreéte.

Si X prend ses valeurs dans { z,, ; n > 0 }, les z,

étant distincts, et si (p,),>0 est une suite de réels positifs
+o0

vérifiant an =1, alors il existe une probabilité P sur

n=0
(2, A) telle que P(X = x,,) = p, pour tout n € N.

Pour tout U C X (), X '(U) est un événement.

Démonstration hors programme.

d) Lois usuelles

Pour p dans ]0, 1], loi géométrique de paramétre p : la va-
riable aléatoire X suit une loi géométrique de paramétre
p si et seulement si

Vk € N¥, P(X =k)=p(1 —p)F

Série génératrice, espérance et variance.
Loi de Poisson de paramétre \.
<= PC : compteur Geiger.

Notation X — G(p).

La loi géométrique peut &tre interprétée comme rang du
premier succés dans une suite illimitée d'épreuves de Ber-
noulli indépendantes et de méme paramétre p.

b) Espérance et variance

La variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans un
ensemble dénombrable {z,, ; n > 0} est dite d'espérance

finie si la série E x, P(X = x,) est absolument conver-
gente; si tel est le cas, on appelle espérance de X, noté

+0o0
E(X), le réel » " 2,P(X = x,,)
n=0

+oo
Si X est a valeurs dans N, alors E(X) = Z P(X = n).
n=1

Ch.17 Inégalités probabilistes

+o0
On admet que la somme ZaznP(X = z,,) ne dépend

n=0
pas de |'ordre d'énumération.

< PC : énergie moyenne de systémes a spectre discret.
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CONTENUS

Théoréme du transfert : si X est une variable aléatoire
et f une application a valeurs réelles définie sur I'image
{zn, n € N} de X, alors f(X) est d'espérance finie
si et seulement si la série XP(X = x,,) f(x,) converge
absolument. Dans ce cas, on a :

E(f(X)) =) P(X =) f(zn).

CAPACITES & COMMENTAIRES

Démonstration hors programme.

Ch.17 Inégalités probabilistes
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