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Pré-requis

Programme de PCSI : probabilités discretes sur un ensemble fini. DéEnombrement. Notion de variable aléatoire
a valeurs dans un ensemble fini.

Objectifs

Donner les outils pour considérer des suites d’évenements dénombrables et préparer un cadre pour les variables
aléatoires discrétes
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I. Dénombrabilité, sommabilité
1.1 Définitions

Définition 1.

Un ensemble est dit (resp. au plus) dénombrable s’il est en bijection avec (resp. une partie de) N, c’est-

a-dire s’il peut étre décrit en extension sous la forme {z;,7 € I} ou I = N (resp. I C N) avec des z;
distincts.

lemme 1. N? est dénombrable.
On énumere en contre-diagonales [J

lemme 2. Z est dénombrable.
n . .
= S1 N palr
n— (n—1 o ~ estune bijectionde Nvers Z. L]
S1 v 1mpailr

Sont dénombrables : Z, un produit cartésien d’'un nombre fini d’ensembles dénombrables, une union au plus
dénombrable d’ensembles dénombrables. Une partie d’un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.

[Proposition 3 (Admis ).J

on sait associer a toute famille au plus dénombrable (z;);c; d’éléments de [0, +oo0] sa somme Z x; €
el

[0, +00].
+o00o
Pour tout découpage en paquets I = U I, del, Z T; = Z (Z xz>
neN i€l n=0 i€l,

Définition 2.

La famille (z;);c; d’éléments de [0, +o0o[ est dite sommable si Z x; < oo.
i€l

1
exemple 1. —
Ple 2 {7
((—=1)™)nen Non sommable!

Remarque 1. En pratique, dans le cas positif, on peut découper, calculer et majorer leurs sommes directement, la
finitude de la somme valant preuve de sommabilité.

Définition 3.

Une famille (z;);c; au plus dénombrable de nombres complexes est dite sommable si (|z;|);es Uest.
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1.2 Calculs avec une famille sommable
[Proposition 4 (Admis).}

Pour I = N, la sommabilité d’une suite équivaut a la convergence absolue de la série associée. Si |z;| <
y; pour tout i € I, la sommabilité de (y;);c; implique celle de (z;);¢;.

[Proposition 5 (Admis).]

En cas de sommabilité, les sommes se manipulent naturellement grace aux propriétés suivantes :
e croissance:zr; < vy;, Vi € [ = le < Zy"

i€l iel
o linéarité : Z)\xi +y; = )\Z:ci + Zyi
i€l i€l iel

+o00 +o0o
e sommation par paquets: pour [ = U I,,ona Z = Z Z Z;

n=0 i€l n=0i€ly,
e théoréme de Fubini: Z T = Z Z T

ijeIxJ iel jeJ
e produit de deux sommes : Z T; X Z Yp = Z Tilk
icl keK (4,k)EIX K
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Il. Probabilités, variables aléatoires discrétes et lois usuelles

I.L1 Univers, événements

Définition 4.

Si Q est un ensemble au plus dénombrable, appelé univers, on appelle tribu sur Q une partie A de
l’ensemble P((2) des parties de (2 telle que :

1. Qe A,

2. pourtout A € A, '’événement contraire A = () \ A appartient a A,
+oo

3. pour toute suite (A,,),>o d’éléments de A, la réunion U A, appartient a A.
n=0

On dit alors que les éléments de la tribu A sont les événements.
On dit alors que le couple (£2,.4) est un espace probabilisable

exemple 2. A= {0,{P},{F},{P, F}} estunetibusurQ = {P, F'}. Cela peut servir a modéliser un jet de piece a
pile ou face.

[Définition 5 (Evénement).}

On appelle événements tous les éléments d’une tribu A sur €.

[Définition 6 (Evénement contraire).}

Pour tout événement A € A, A = Q\ A est appelé événement contraire de A (complémentaire dans
Q).

[Définition 7 (union U, OU ensembliste).]

Pour (4,) € A", on note ’événement U A,, défini par
neN
Ywe,we UAn@(EInGN,wEAn)
neN
Ainsi la réunion U A,, correspond a la réalisation d’au moins un événement A,,, pour au moins une

neN
valeurn € N.
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[Définition 8 (intersection N, ET ensembliste).}

Pour (A,) € A", on note l'événement ﬂ A,, défini par

neN
Ywe N, we ﬂAn@(VnEN,wEAn)
neN
Ainsi l'intersection ﬂ A,, correspond a la réalisation de tous les évenements A,,, pourn € N.

neN

Remarque 2. L'univers € n’est en général pas précisé. Les éléments de A sont les événements.

exemple 3. Ecrire ’événement réussir lors d’une tentative paire a l'aide des (F;);>; dans une succession de pile ou

+oo
face: U F,

p=1

[Proposition 6.}

La tribu est par définition stable par réunion finie ou dénombrable et par passage au complémentaire.
Elle est donc également stable par intersection finie ou dénombrable.

—+00
Remarque 3. w € U A, <= VneN, weA,et

n=0
+o0o
we ()4 neN weA,
n=0

1.2 Loide Probabilité

[Définition 9 (Evénements incompatibles).j

Deux évenements A et B de A sont dits incompatibles (ou disjoints) si AN B = (.

| Définition 10 (loi de probabilité). |

Si Q2 est un ensemble et A une tribu sur ©, on appelle probabilité sur (€2, A) une application P: A —
[0, 1] telle que:

1. P(Q) =1,

2. [o-additivité] pour toute suite (A,,),>0 d’événements deux a deux incompatibles,

() - Srias
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 Définition 11.

On appelle espace probabilisé un triplet (Q2, A, P) ol A est une tribu et P une probabilité sur (2, A).

[Définition 12.}

Pour tout évenement A € A, on appelle probabilité de A le nombre P(A) = P ({w € Q; w € A})

1.3 Calculs de probabilités d’événements

[Proposition 7 (passage au complémentaire).}

Pour tout Ade A, P(A) =1 — P(A).

[Proposition 8 (réunion).}

Pour tous A, Bde A,P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B).

[Proposition 9 (Evénements incompatibles).}

Si deux évenements A et B de A sontincompatiblesalors P(ANB) = 0etP(AUB) = P(A) + P(B).

Cela est méme valable pour les réuninons dénombrables, c.f. o-additivité.

[Proposition 10 (croissa nce).]

Si deux évenements A et Bde Aetsi A C B,alors P(A) < P(B).

[Proposition 11.}

+o00
(] 4. € A.
n=0

(Proposition 12 (Continuité croissante :).J

si (A,)n>0 est une suite d’événements telle que, pour tout n, on ait A,, C A, 1, alors:

—+00
lim P(A4,) =P (nUo An).
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démonstration :

Pour N € Nyona Ay = U A, Lasuite (P(Ay))n est donc croissante, et majorée par 1 donc converge.
n=0

[Proposition 13 (Continuité décroissante :).]

si (A,)n>0 est une suite d’événements telle que, pour tout n, on ait A,,,; C A, alors:

Jm P, (ﬂA)

+oo +0o0
démonstration : On passe au complémentaire 1 —P(A,) = P(AY) converge vers P ( U AS) =1-P (ﬂ An>
n=0 n=0
Remarque 4. Application, pour une suite (A,,),cy d’événements (non nécessairement monotone) :

U A, est croissante, donc la limite suivante existe P <U Ak> U Ay
it NS0 k——+o0

N n
De méme (ﬂ An> est décroissante, donc P <ﬂ Ak> - <ﬂ Ak>
—+00
n=0 N>0 k=0

[Proposition 14 (Sous additivité :).]

si (A,)nen est une suite d’événements, alors :

+o00 +o0
P (U An> <> P4
n=0 n=0

démonstration : C’est vrai pour les sommes finies, donc a la limite lorsqu’elles existent dans R U {+o00}.

Remarque 5. En cas de divergence de la série a termes positifs Z P(A,,),on rappelle que

+00
> P4
n=0
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1.4 Conditionnement et indépendance

4.a) Probabilités conditionnelles

 Définition 13.

Si A et B sontdeux événementstels que P(B) > 0,on appelle probabilité conditionnelle de A sachant
B le réel

P(AN B)

Notation Pp(A) = P(A | B).

[Proposition 15.}

L'application P g est une probabilité sur (€2, A).

. . P(B
démonstration:onaPg(Q)) = % =1

La propriété sur les réunions dénombrables résulte directement de celle de P. (J

(Proposition 16 (Formule des probabilités composées).}

Soient Ay, ..., A, des événements telsque P(A; N---N A,) # 0. Alors
P(Al N---N An) = P(Al) X PA1 (AQ) X PAlmAQ(A3) X - X PAlﬁ‘..ﬂAn_l(An)

démonstration : par récurrence surn > 2

exemple 4. Une urne contient4 boules blanches et 3 boules noires. On tire une a une et sans remise 3 boules. Quelle

est la probabilité que les deux premiéres soient blanches et que la troisieme soit noire?

_ — 4 3 3 6
P(Bl N B2 mBg) == P(Bl) PBl(BQ) PBQ(B?,) = ? X 6 X 5 = %

Remarque 6. On adopte la convention P(B | A, )P(A4,) = 0 lorsque P(4,,) = 0.

4.b) Indépendance d’événements

[Définition 14 (Indépendance de deux événements).}

Deux événements A et B sont dits indépendants si| P(A N B) = P(A) x P(B) |

Remarque 7. Pour de tels événements, P(A) = Py(A) : la réalisation éventuelle de B n’influe pas sur celle de A.
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[Proposition 17.}

SiP(B) > 0, l'indépendance de A et B équivauta Pp(A4) = P(A).

démonstration P(AN B) = P(A)P(B) <= Pg(A) =

exemple 5. Jeux de dés

[Définition 15 (Indépendance d’une famille finie d’événements).j

Des événements Ay, . .., A, sont dits mutuellement indépendants si pour toute partie J non vide de
[1,n],ona:
jeJ jeJ

Remarque 8. L'indépendance des événements A; deux a deux n’entraine pas leur indépendance sin > 3!

[Définition 16 (Indépendance 2 a 2 d’une famille finie d’événements).}

Des événements A, . .., A, sont dits deux a deux indépendants si
pourtousi,j € [1,n], P(4;, N A;) =P(4;) x P(A))

exemple 6. événement A : pile au premier lancer
événement B : pile au deuxiéme lancer
événement C: les deux lancers donnent le méme résultat
P(A)=P(B)=P(C)=0,5
P(ANB)=P(BNC)=P(CNA)=0,25les événements sont deux a deux indépendants.
P(ANBNC)=0,25# 0,5 ils ne sont pas mutuellement indépendants

exemple 7. Une urne contient quatre jetons: un vert, un blanc, un rouge et un tricolore vert-blanc-rouge. On en tire
un au hasard. On considére les trois événements :
V' = {le jeton tiré contient du vert} B = {le jeton tiré contient du blanc} R = {le jeton tiré contient du rouge}

2 1
P(V N B) = P(tricolore) = P(V)P(B),donc V et B sont deux a deux indépendants, et idem pour B et

R, ainsique V et R.

RS,

1 1 1 1
Par ailleurs, P((V N B)N R)) = 1 #P(VNB)P(R) = 153=3%
Comme, Pyrp(R) =1 # P(R),carV N B = {tricolore}, la connaissance de la realisation simultanée de V et

C' modifie notre information sur R.
La notion d’indépendance deux a deux n’est donc pas suffisante pour traduire l'idée intuitive d’indépendance
de plusieurs événements. Ceci motive la définition suivante.
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[Proposition 18.}

Si A et B sontindépendants, A et B le sont aussi.

[Proposition 19.}

Si B estindépendant des (A,,), alors il 'est des (A,,).

1.5 Systémes complets d’événements, probabilités totales

[Définition 17 (Evénement presque sﬁr).}

On appelle évenement presque-siir un évenement A € Atelque P(A) =1

exemple U F,, laréalisation d’un face dans la répétition infinie d’épreuves de Bernoulli indépendantes.
neN

[Définition 18 (Evénement négligeable).}

On appelle évenement négligeable un évenement A € Atelque P(A) =0

exemple ﬂ F, la réalisation systématique de tirages face dans la répétition infinie d’épreuves de Bernoulli in-
neN
dépendantes.

[Définition 19 (Systeme complet dénombrable d’événements).}

Une famille dénombrable (A, ).cn d’événements est dite systéme complet dénombrable d’événe-

+oo
mentssi: () = UAnet,Vz’;é]} A NA =0

n=0

Remarque 9. On peut partitionner 2 en une réunion dénombrable d’évenements disjoints deux a deux.

(Proposition 20 (Formule des probabilités totales).]

Si (A )nen est un systéme complet d’événements, alors la série Z P(B N A,) converge et

n

P(B)=> P(BNA,) =) P4, (B)P(A,)
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démonstration :

+o0

OnaB = U (BN A,) estune réunion d’évenements deux a deux incompatibles.
n=0

+oo

Donc par définitionde P,onaP(B) = P (U (BNA,) ) Z P(BNA,)
n=0

Orpourn € NyonaP(A,NB) =P, (B)P(A,),doule resultat O

exemple 8. On dispose de 3 urnes Uy, Us, Us, chacune contient 10 boules; parmi elles, U; contient 1 blanche, U,
contient 2 blanches, et U; contient 6 blanches. On tire au hasard une boule dans 'une des trois urnes. Quelle est la
probabilité d’obtenir une blanche?

On note B l’événement "on obtient une boule blanche" et A; '’événement "on tire la boule dans l'urne U;".

{A1, As, A3} formeun systeme complet d’événements,et: P(B) = P(A; )P4, (B)+P(A42)P 4, (B)+P(A3)P 4, (B) =
1 1 5) 1 6 1 3
03 03 03710

Remarque 10. Convention P(B|A,)P(A,) = 0lorsque P(A,,) = 0.

[Définition 20 (Systéme quasi-complet dénombrable d’événements).}

Une famille dénombrable (A, ),cn d’événements est dite systéme quasi-complet dénombrable d’évé-

+oo
nements siles 4,,, n € N sont deux a deux incompatibles et si P (U An> =1.
n=0

Remarque 11. la formule des probabilités totales reste vraie pour un systeme quasi-complet dévénements c’est a
“+00

dire pour une suite (A,,),cn d’événements deux a deux incompatibles tels que Z P(A,) =1.
n=0

[Proposition 21 (Formule de Bayes).]

Soit (A, )nen est un systéme complet d’événements (ou quasi-complet), et B un évenement tel que
P(B) > 0.
Alors

Vi € N*, Pp(A;) = —2 —
> P, (B)P(4,)
n=0

P(B)

P(A, N B)

démonstration : Par définition, Pg(A;) = B (B)

orP(A,NB) =Py (B)P(A)
Par la formule des probabilités totales, P(B) = Z P4, (B)P(A,)

D’ou le résultat en faisant le quotient. [J
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exemple 9. Test viral. Un laboratoire propose un test de dépistage du virus Ebola.
Des études randomisées ont permis d’établir les statistiques suivantes :
e si le patient est sain, le test est négatif dans 99.8
e si le patient est malade, le test est positif dans 99.9
On sait d’autre part qu’il y a un animal malade sur 10000. Peut-on avoir confiance en ce test? Pour cela, on dé-
terminera:
a) la probabilité que le patient soit malade, sachant que le test est positif;
b) la probabilité que le patient soit sain, sachant que le test est négatif.

a) (M, M) est un systéme complet d’événements. Bayes

Py(P)P(M 1006 T0000 111
Pp(M) = m(P) P(M) o loo0Toow0 ~ 4,76%
EM(P) P(M) + Py (P)P(M) 1000 0000 | 500 10000 2333
b) (M, M) est un systéeme complet d’événements. Bayes
— P(P)P(M S50 16605 2
Pp(M) = > M—( B )— = w1 T = Lo ~ 99.99%
Py(P)P(M) +Puy(P)P(M) 55515000 T tooo o000~ 001903

Si le test est positif, la probabilité que le patient soit vraiment malade est tres faible. Avec ce test, les patients
déclarés malades sont en majorité sains, on ne peut donc pas avoir confiance en ce test pour déterminer si un patient
est malade.

Par contre, si un patient est déclaré sain, on peut étre siir qu’il ’est avec une probabilité de 99,99%. On peut donc
avoir confiance en ce test pour déterminer si un patient est sain.
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NOUVEAU Programme PC 2022 :

Variables aléatoires discretes

On généralise I’étude des variables aléatoires a valeurs dans un ensemble fini menée en premiéere année aux va-
riables aléatoires discrétes. Ces outils permettent d’aborder, sur des exemples simples, ’étude de procédés stochas-
tiques a temps discret. La mise en place du cadre de cette étude se veut a la fois minimale, pratique et rigoureuse :

— la notion de tribu n’appelle aucun autre développement que sa définition;

— [étude de la dénombrabilité d’un ensemble et la construction d’espaces probabilisés sont hors programme;

— les diverses notions de convergences (presque siire, en probabilité, en loi, etc.) sont hors programme.

Toutes les variables aléatoires mentionnées dans le programme sont implicitement supposées discreétes.

La notion de variable a densité est hors programme.
La notion d’espérance conditionnelle est hors programme.

A - Ensembles dénombrables, familles sommables
Ce préambule propose une introduction a minima de la dénombrabilité et des familles sommables, afin de poser
les bases de vocabulaire, méthodes et résultats qui seront admis, et directement utilisés. Chaque professeur est libre
d’en adapter le contenu au niveau de formalisme qu’il juge préférable pour ses étudiants.
Ces notions ne feront l'objet d’aucune évaluation spécifique, et leur usage est strictement réservé au contexte pro-
babiliste.

— Un ensemble est dit (au plus) dénombrable s’il est en bijection avec (une partie de) N, c’est-a-dire s’il peut
étre décrit en extension sous la forme {z;,7 € I} ou I = N (I C N) avec des z; distincts.

Sont dénombrables : Z, un produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles dénombrables, une union au
plus dénombrable d’ensembles dénombrables. Une partie d’'un ensemble dénombrable est au plus dénom-
brable.

— Envue de généraliser les sommes finies et les sommes de séries de réels positifs, on admet sans soulever de
difficulté qu’on sait associer a toute famille au plus dénombrable (z;);c; d’éléments de [0, +oc] sa somme

+o0
in € [0, +0o0], et que pour tout découpage en paquets I = U I,del, sz = Z(Z xz>

el neN i€l n=0 i€l,
La famille (z;);c; d’éléments de [0, +00] est dite sommable si Z x; < oo. En pratique, dans le cas posi-
iel
tif, les étudiants peuvent découper, calculer et majorer leurs sommes directement, la finitude de la somme
valant preuve de sommabilité.

— Une famille (z;);c; au plus dénombrable de nombres complexes est dite sommable si (|z;|);c; Uest. Pour I =
N, la sommabilité d’une suite équivaut a la convergence absolue de la série associée. Si |z;| < y; pour tout
i € I,lasommabilité de (y;);c; implique celle de (z;);e;.
En cas de sommabilité, les sommes se manipulent naturellement grace aux propriétés suivantes : crois-
sance, linéarité, sommation par paquets, théoréme de Fubini, produit de deux sommes.

B - Probabilités, variables aléatoires discrétes et lois usuelles

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Ch.09 Probabilités Discreétes 13/15



Maths

Probabilités Discrétes I PC

classes

préparatoires
scientifiques
Lycée Brizeux

M. Roger

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Univers, événements, variables aléatoires discrétes

Univers €, tribu A. Espace probabilisable (£2, A).

Evénements.

Une variable aléatoire discrete X est une application
définie sur €, telle que X () est au plus dénombrable
et, pour toutx € X (), X ' ({z}) est un événement.

On se limite a la définition et a la stabilité par les opéra-
tions ensemblistes finies ou dénombrables.

—+00

Traduction de la réalisation des événements U A, et
n=0

+oo

ﬂ A, alaide des quantificateurs 3 et V.

n=0

Généralisation du vocabulaire relatif aux événements
introduit en premiere année.

Lunivers Q2 n’est en général pas explicité.
Notations (X = z),{X =z}, (X € A).

Notation (X > z) (et analogues) lorsque X est a va-
leurs réelles.

b) Probabilité

Probabilité sur (Q, A), o-additivité.

Espace probabilisé (2, A, P).

Probabilité de la réunion ou de la différence de deux
événements, de I’événement contraire.

Croissance de la probabilité.

Continuité croissante, continuité décroissante.

+oo +oo
Sous-additivité : P(U An) < Z P(A,).
n=0 n=0

Evénement presque siir, événement négligeable.

Notation P(A).

Application: pourunesuite (A,,)en d’événements (non
nécessairement monotone), limites quand n tend vers
Cinfini de

P(Ua) e p(0a)

En cas de divergence de la série a termes positifs
Z P(A,,),on rappelle que

+oo
Z P(A,) = +oo.
n=0

Systéeme quasi-complet d’événements.

c) Probabilités conditionnelles

Si P(B) > 0, la probabilité conditionnelle de A sa-
chant B est définie par la relation P(A|B) = Pp(A) =
P(ANB)

P(B)
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES
L’application Pg définit une probabilité.
Formule des probabilités composées.

Formule des probabilités totales. Si (A,)n>0 est un systéme complet ou quasi-complet
d’événements, alors

+o0o +oo
P(B)=> P(BNA,) =Y P(B|A,)P(A,)
n=0 n=0
On rappelle la convention P(B|A,,)P(A,) = 0 lorsque

P(A,) =0.
Formule de Bayes.
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