PSI Septembre 2022
MATHEMATIQUES

Feuille d’Exercices
Compléments d’algébre linéaire

Exercice 1. Soit F et F' deux K espaces vectoriels de dimension finie.
1. Montrer que ¢ : (z,y) € E x F — x + y est linéaire.
2. Déterminer ses noyau et image.
3. Retrouver la formule de Grassmann.
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Exercice 2. Soit A € #,(K)? et B = < 0, A ) et P(X) :izo a; X' € K,[X]. Soit P(B) :izo a;B".
P(A) A2P'(A) > . .

Montrer que P(B) = < 0 P(A)
n

Exercice 3. Soit r € RY.

L. Soit £ = {M € My(R)/MJ, = 0} on J, = (f) 8)

Montrer que E est un espace vectoriel de dimension finie et donner sa dimension.

2. Soit A € #,,(R) une matrice de rang r. On pose Ay = {M € #,(R),AMA =0,}.
Montrer que A4 est un sev de .#,(R) de dimension finie dont on donnera la dimension et une base.
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Exercice 4. (Extrait CCINP 2021) Soit A = (_3 5

>. Montrer que A est semblable & une matrice de

diagonale nulle.

Exercice 5. Soit A € M,,(K) tel que A?> = A. Montrer que A est semblable & une matrice de la forme
I, 0
0 0 /)

Exercice 6. (partic de CCINP PSI 2021)

1. Soient (r,s,t,u) € C* et (e1,e2) la base canonique de C?. On note ¢ 1’endomorphisme de C? dont la

matrice dans la base (e1;eq) est . Exprimer la matrice de ¢ dans la base (e2,e1).
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2. Soit (R, S,T,U) € (#,(C))*. En s’inspirant de la question précédente, montrer que la matrice

T U
v T

S R

est semblable dans .#5,(C) a ( T U

(5 %)

Exercice 7. Soit ¥ un R ev de dimension finie et # un endomorphisme de E vérifiant

). Montrer de méme que (R S) est semblable dans .#5,,(C) a

w+u=0

Montrer que Imu est stable par u
Pour = € Imu, calculer u?(z)

Soit v I’endomorphisme induit par w sur Im u. Montrer que v est un isomorphisme. Que vaut v=!?

W D=

En déduire que le rang de u est un entier pair.



Exercice 8. Soit f € Z(F) ot E un R ev de dimension finie. On suppose que f3 4 f2 + f = 02(E)
1. Montrer que Ker f N Im f = {0}.
2. Justifier que F' = Im (f) est stable par f.
3. Montrer que I'endomorphisme g de F' induit par f est un automorphisme de F'.

Exercice 9. Soit A € .,(K).
Montrer que si rg(A) = 1, alors A2 = Tr(A)A.

Exercice 10. 1. Soit (E;j)i<i j<n la base des matrices élémentaires de M, (K).
Calculer E;;Ey pour (i,j,k,1) € [1,n]*.
2. Soit ¢ : M,,(K) — K linéaire vérifiant : V(A, B) € (M,(K))2, p(AB) = p(BA).

Montrer que ¢ est colinéaire a la trace.

Exercice 11. (CCP )

1 a a
Calculer, pour (a,b,c) €K3 |1 b b?
1 ¢ ¢
Exercice 12. Soient P un polynéme de degré n et (ag,- - ,a,) des scalaires deux a deux distincts. Montrer

que (P(X + a;))y<;<, est une base de K, [X].
Exercice 13. 1. Montrer que H = {M € #,(R)/tr(M) = 0} est un hyperplan et en déterminer une
équation et un supplémentaire G.
2. Calculer la trace du projecteur sur F' parallelement a G.
3. Soit ¢ 'endomorphisme de .7, (R) défini pour tout M € .#,(R) par :

(M) = tr(M)I, + M

Déterminer la trace et le déterminant de ¢ .

4. Déterminer la trace et le déterminant de T : M — M .

Exercice 14. 1. Montrer que F = {f € €([0,1],R)/f(0) = f(1) = 0} est un R ev en montrant qu’il est
I'intersection de deux hyperplans.

2. Trouver un supplémentaire de F' dans ([0, 1], R).

Exercice 15. Soit (ag, a1, as) trois scalaires distincts et (yo,y1,y2) trois réels. Trouver tous les polyndomes
P tels que P(ag) = yo, P(a1) = y1, P(az) = y2.

Exercice 16. D’aprés écrit e3A. Soit n € N*, xq, - -,z des réels deux a deux distincts. Soit (Lg)o<k<n la
famille des polynémes de Lagrange associés.

n
Soit @ € R[X]. On pose Q = Q1 — Z Q(zy) L.
k=0
1. Montrer que )1 admet au moins n + 1 racines réelles.

n n
2. On pose sp41 = Z P LE(0) et spy0 = Z 22 L (0).
k=0 k=0

n
(a) Déduire de 1. que s,41 = (—1)"}}}0 Tk

(b) Exprimer s,42 en fonction de n, somme et produit des x.

Exercice 17. Soit n € N*. On considére n réels (aj,---,a,) deux & deux distincts rangés dans 'ordre
croissant.
On pose E = R,_1[X]. On note E* 'espace vectoriel des formes linéaires sur E.



1. Donner le dimension de E*.
2. Pour i € [1,n], on pose : ¢; : E— R, P +—— P(a;).
Montrer que (@1, - ,¢n) est une base de E*.

3. En déduire qu’il existe une unique suite (A1,---,A,) € R™ telle que
1 n
VP € R,_1]X], / P(t)dt =Y A\iP(a;)
0 i=1

Exercice 18. Soit F = M, (C) .
1. Montrer que
0: E — L(E,C)
A — (M+—Tr(AM))

est un isomorphisme.

2. Déduire de 1 que, dans tout hyperplan de F, il existe une matrice inversible.

Exercice 19. (extrait écrit Centrale) Soit n € N*, (4, B) € M,,(R)?. On suppose que A et B sont semblables
dans M,,(C).

1. Justifier que toute matrice M de M,,(C) s’écrit : M = My + iMsy avec (My, My) € M, (R)2.

2. Justifier l'existence de deux matrices U et V & coefficients réels telles que U + iV € GL,(C) et
(U+iV)A=B(U +iV).

3. Montrer que 'application A —— det(U 4+ AV') est un polyndéme non nul sur C.

4. En déduire l'existence de \g € R tel que U + AV € GL,(R).

5. Montrer que A et B sont semblables sur R.

Exercice 20. ( Mines-Pont 2018) Soit £ un C espace vectoriel de dimension finie n, f un endomorphisme
de E, G un supplémentaire de Im f dans E. On pose H = {g € £ (E)/fogo f =0}.

1. Montrer que H est un C espace vectoriel de dimension finie.

2. Montrer que V: g € H — (g/Im f,g/G) € Z(Im f,Ker f) x Z(G, E) est un isomorphisme.

3. Donner la dimension de H.



