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¥ Approximation Binomiale Poisson

Soit p €]0, 1] fixé.
Pour tout k& € N fixé, vérifier que

En déduire, pour n € N et A\ = np que

() (A AMN"E
s (k:) (E) <1—5) “CH

Interprétation : La relation )\, = np montre que pour n grand, la probabilités (k>pk(1 — p)" % qu’une variable

. . . e ) . .
de loi B(n,p) soit égale a k est trés proche de la probabilités e_)‘g qu’une variable de loi P(\) soit égale a k : on

dit que la loi de Poisson est la loi des événements “rares”.

2 Sondage

Une population de personnes présente une propriété donnée avec une proportion inconnue p € |0, 1[.
On choisit un échantillon de n personnes et |'on pose X; = 1 si le i-éme individu présente la propriété étudiée, 0 sinon.
On considére que les variables aléatoires X; ainsi définies sont indépendantes et suivent toute une loi de Bernoulli de
paramétre p.
a) Quelle est la loi suivie par

Spn=X1+--+X,7

b) Déterminer espérance et variance de S,,/n.
c) Soit € > 0. Etablir

Sn
Pl|— —p|l> <
( n p‘ 8) Ane?

d) Pour e = 0,05, quelle valeur de n choisir pour que S, /n soit voisin de p a € prés avec une probabilité supérieure
a95 %7

|Exercice 6 | 2

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles sur I'espace probabilisé (2, P).

Montrer que :
|Cov(X,Y)| < VV(X)V(Y)
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4 correction exo 4 :

avec p= —, C'estadire np =\ :
n

n np)k B21 i
P(X = k) = (k)pk(l —p)nk = ( lf') [Ta- o) x (1 -p)nF
: =1

_ (w)*
k!

k3

— X1lxe *x1 O

-1 . )\k
(1 _ i) N In(l1—np/n) x e*kln(lfnp/n) n—+oo - A
n i
=1

3 correction exo 3 :

a)Sp soit une loi de Bernoulli de paramétres n et p.

b) Puisque Sy, suit une loi de Bernoulli, E(Sy) = np et V(Sn) = np(1 — p).

Par conséquent E(S,/n) =p et V(Sn/n) =p(1 —p)/n

c) Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev P(|Sn/n — E(Sn/n)| > €) < V(Sn/n)/e?
et donc P(|Sn/n —p| > ¢) < p(1 —p)/(ne?)

Enfin, I'inégalité classique p(1 — p) < 1/4 permet de conclure.

d) On choisit n de sorte que 1/(4ne?) < 0,05

La valeur n = 2000 est convenable.

6 correction exo 6 :

On peut remarquer que f : ¢t — V(X +tY) = V(X) + 2tCov(X,Y) + t2V(Y) est polynomiale de degré 2 et a valeurs positives (car variance).
Donc son discriminant A = 4Cov(X,Y)? — 4V(X)V(Y) est > 0, c'est 4 dire : |Cov(X,Y)| < /V(X)V(Y)

variante difficile : On utilise directement I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire ((uy), (vn)) — Zunvnpn, pour obtenir \anynpn| <
n

\/ Zx%pn Zy%an avec pn = P(X,Y) = (zn,yn)




