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On étudie

E = {(az,y) € R? | (i ?1J> est diagonalisable dans R}.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (x,y) € E.
2. Montrer que E est un ouvert de R

B
Dans R? pour la norme || || euclidienne usuelle, calculer la distance du point A(1, —1, 1) au plan d'équation =+ z = 0.

Exercice 8 | 2

Soient I une partie fermée non vide d'un espace normé F et x € F.
On note d(z, F) = inf{||z —y||, v € F}

1. six € F, justifier que d(z, F) =0

2. Supposons que d(z, F') =0
(a) justifier 'existence d’une suite (1,) € F™ telle que :

Vn € N, —ynll <
neN, flz =yl < ——

(b) Montrer que la suite y,, est convergente, vers une limite que I'on précisera.
(c) En utilisant le fait que F' est une partie fermée, montrer que = € F.

3. En déduire que
dz,F)=0&z€F
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Notes

L correction exo 7 :

LxmOW)=A=-2)A—1)—zy =22 =3\ +2+ 2.
Le discriminant est A =9 — 4(2 — 2y) = 1 + 4ay.
Si A <0, il y a deux racines complexes non réelles, la matrices est diagonalisable sur C mais pas sur R.

Si A >0, il y a deux racines réelles distinctes, la matrices est diagonalisable sur R.

- - —1
Si A =0, zy = —1/4, il y a une racine réelle double Ao = 3/2, on regarde le rang de 3/2Io — M = ( i/Q 1/y2> Comme z et y non nuls, onay = m
x
. _(=1/2 1/(4z)
soit 3/2Io — M = ( e 1/2

Les colonnes sont colinéaires ssi (—1/2)/(1/(4x)) = —x/(1/2), ssi —2x = —2x, ce qui est vrai.

Donc le rang vaut 1 et M n’est pas diagonalisable.

Conclusion | (z,y) € E <= 1+4xy >0

2. Pour f: (z,y) — 1+ 4xy, polynomiale donc continue, E = ffl(][), +o0[) est ouvert
2 correction exo 2 :

Le plan P est orthogonal & 77 = (1,0, 1), vu son équation cartésienne.

: —— . < OAW >

Pour D = Vect(ﬁ), le projeté orthogonal de @K sur D est OM, avec OM = ”ﬁ|”7; w = 77

On obtient M (1,0,1).

De sorte que d(A, P) = AM =1 en calculant via les coordonnées cartésiennes.
8 correction exo 8 :

1. Pourze F,0=|z—z| >{llz—yl, y€ F} >0, donc d(z, F) =0 = ||z — z||
2 1
2. (a) Pourtoutn e Nete = —— > , B(z,e) N F # 0 car sinon, d(z, F) > e.
n+1 n+1
1
Donc il existe y, € F tel qur ||z — yn| < ——
n+1
1
b) 0< |lz—ynll < 1 et par théoréme d’encadrements de limites, lim ||z — yn|| = 0, donc (yn) converge vers x.
n n

(c) Par caractérisation des fermés par les limites, la suite convergentes (y,) de points de F' converge vers une limite dans F', donc z € F.

3. D’aprés les parties 1 et 2,
d(z,F) =0z F
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