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PROBLEME D’ALGEBRE : IMAGES ET NOYAUX ITERES

I. Un exemple

1. Tl s’agit de prouver que ¢ respecte les combinaisons linéaires, c’est-a-dire que pour tous polynémes P et
Q@ de Ry[X] et tous réels A\, p on a ¢(AP + u@) = Ap(P) + ud(Q).
Soit donc P = aX? +bX +cet Q =dX?+eX + f avec (a,b,c,d,e, f) € RS. On a, pour tous réels A, u :
AAP 4+ pQ) = ¢(MaX? +bX +¢) + p(dX? +eX + f)) = ¢(X%(Na + pd) + X (Ab + pe) + Ac + uf)
= X2(A\o+ pe+ Ae+ pf) + X(Ae+ pf) = M(b+ ) X2 + cX) + p((e + [)X? + fX)
= AO(P) + u(Q).

Finalement, ‘ ¢ est bien un endomorphisme de Ry[X] ‘

2. On a ¢" = Idg,[x] et ‘NO = ker Idg,[x] = {0} ‘
Soit P € Ry[X], P € Ny < P € ker¢p < ¢(P) = 0. Si P = aX? + bX + c avec (a,b,c) € R® on a
PeN < (c+b)X?+cX=0<=b=c=0<= P=aX> Finalement,‘Nl = Vect(X?) ‘

3. La base canonique de Ry[X] est (1, X, X?). ¢ = po ¢ et ¢> = po ¢ o ¢, on a par linéarité :

S x e x? 0 o x e x? s x2 %0
- x x2S x? 0 xS x2e %0 0 x2e %050
P x x2S x2e %0 0 xS x2e %050 0 x2S 0% 0%0

4. D’aprés la question précédente, No = ker ¢? contient le plan vectoriel Vect(X, X?). Si on avait dim Ny = 3
on aurait Ny = Ry[X] or, ¢?(1) # 0 donc 1 & Ns. Finalement, ‘ Ny = Vect(X, X?) ‘

D’aprés la question précédente, ¢ est 'application nulle et donc ‘ N3 = ker ¢% = Ry[X] ‘
Soit k € N. Pour tout P € Ro[X] on a ¢>+*(P) = ¢*(¢*(P)) = ¢*(0) = 0 et donc P € N3 4.
Finalement, ‘pour tout k € N, on a N3y = N3 = Ry[X] ‘

II. Quelques généralités
1. On a ¢° = Idg donc Ny = ker Idp = {6;;} et Iy =Im Idg = E.

2. L(E) est stable par composition, ¢? est bien un endomorphisme de F (pour tout p € N).
11 suit que N, et I, sont respectivement le noyau et I'image de '’endomorphisme ¢”. Or, le noyau et I'image
d’une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels (de l'espace de départ et de l'espace d’arrivée

respectivement), on en déduit que ‘ N, et I, sont bien des sous-espaces vectoriels de ‘

3. Soit p > 1, on veut prouver que : Vk € [0;p — 1] on a Ny C Ngyq.
Soit k € [0;p — 1] et & € Ny, c'est-a-dire que ¢*(#) = 0. On a alors ¢* (%) = ¢(¢*(F)) = ¢(0) = 0
c’est-a~dire & € Niy1. Finalement, ‘on a bien Ny C Ngi1 ‘

4. Soit p > 1, on veut prouver que : Vk € [0;p — 1] on a I; C Ii.
Soit k € [0;p — 1] et T € I;11, c’est-a-dire qu'il existe i € E tel que ¢*T1(3) = 7.
Ona: ¢Ftl(§) =& <= ¢ o ¢"(§) = & += ¢F 0 ¢(§) = ¥ <= ¢*(¢(¥])) = & et donc T € I.
Finalement, ‘on a bien I1 C I ‘

ITI. Condition pour que N; et I; soient supplémentaires dans F

1. Soit p € N. On applique le théoréme du rang & I’endomorphisme ¢ :

dim E = dimker ¢? + dimIm ¢? <= | n = dim N, +dim1, |

2. Supposons que N7 = Ny. D’aprés la question précédente, on a dimIm [; = dimIm Is (=n — dim Ny).
Or, d’aprés la questions I1.4., on a I, C I. I est donc un sous-espace de I; alors qu’ils ont la méme
dimension, on en déduit Is = I;. On démontre I'implication réciproque en raisonnant de fagon analogue
et en se servant de la question I1.3. qui assure que N7 C Ns.

Finalement, on a bien | Ny = Ny <= I = I |.




3. Supposons que N1 = Ny. La question 1. nous assure que dim F = dim I; 4+ dim N;. Pour montrer que Ny
et I; sont supplémentaires dans F, il suffit donc de prouver que I; N Ny = {6}
Soit £ € I; N Ny. On a & € I donc il existe § € E tel que ¢(§) = #. On a aussi Z € N; donc
(%) =0 <= ¢2(7/) = 0. On a donc 7 € N et donc 7 € Ny puisqu’on a supposé N = Ny.
1 suit que ¢(j7) = 0 <= # = 0. Finalement, I, N N; = {0} et ‘Nl et I; sont supplémentaires dans F |

4. Supposons que Nj et I; sont supplémentaires dans E et montrons que Ny = N.
On a N; C Ny d’aprés la question 1.3., on doit donc établir que Ny D No.
Soit & € Na, on veut prouver que T € N; c’est-a-dire que ¢(Z) = 0. Ny et I; étant supplémentaires dans
E, il existe une (unique) décomposition du vecteur ¢(Z) sous la forme ¢(Z) = @+ b avec @ € Ny et b € I,
Cest-a-dire qu'il existe & € E tel que b = ¢() et alors ¢(&) = @ + ¢(¢). On a alors :

0= 0*(@) = ¢(6(T)) = ¢(@ + ¢(?)) = (@) + ¢°(2) = ¢*(?)
Il suit que ¢(&) € Ny. Or ¢(&) € I, donc ¢(é) = 0 car I; NNy = {0}. On a donc bien & € N et .

5. Si ¢ est un projecteur, on a ¢> = ¢ et, par une récurrence immédiate, ¢? = ¢ pour tout p > 1.
11 suit que ‘ Ny = N, et I} = I, pour tout p € N*
6. On se place dans R? soit I'application linéaire ¢ définie par : ¢(1,0) = (0,0) et ¢(0,1) = (0,2).
Il est évident que I; = Vect(0,1) et Ny = Vect(1,0). On abdonc‘R2 = I; ® N7 mais ¢ n’est pas un projecteur ‘

IV. Une décomposition de F toujours possible

1. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il n’existe pas d’entier naturel r < n tel que N, = N,41.
D’aprés ce qui a été vu a la question I1.3. on a {6} C Ny C Ny C --- C N, et les inclusions sont donc
strictes. En considérant les dimensions, on obtient : 0 < dim N; < dim Ny < --- < dim N,,. Comme une
dimension est un entier naturel, on a alors dim N,, > n. C’est absurde car IV,, est un sous-espace vectoriel
de F, dont la dimension est n.

Finalement, |il existe un plus petit entier naturel r tel que r <n et N, = N,41 |.

2. On a vu que, pour tout p € N, n =dim N, + dim I,,. Comme N, = N,y; on a dim [, = dim I,4;.
Or, on sait que I,.11 est un sous-espace vectoriel de I, puisqu’ils ont la méme dimension on a .

3. Prouvons par récurrence que pour tout p € Non a I, = I, et N, , = N,.

— Initialisation pour p =0 : c’est évident.

— Hérédité : supposons que Iy, = I, et Ny, = N, ; montrons que [, 1pt1 = I et Npjpy1 = Ny
On a vu que Ny, C Nyypy1, prouvons l'inclusion réciproque.
Soit € Nyppi1. On a ¢" P (F) = 0 <= ¢"+1(¢”(F)) = 0. Le vecteur ¢P(Z) est donc dans N,;.
Or, Ny41 = N, on a donc ¢"(¢P(Z)) =0 et T € Nyyp.
Finalement, N4 py1 C Npgp €t Nyypi1 = Npyp, = N, par hypothése de récurrence.
De facon analogue & la question précédente, on en déduit I, ,11 = Iy, puis Ir4p1 = I, par hypothése
de récurrence.

— Conclusion : la propriété a été initialisée pour p = 0, elle est héréditaire donc vraie pour tout p € N.

Autrement dit, ‘pour toutpeNonal,y, =1 et Npyp =N, |

4. Comme dim I, + dim N, = dim F, pour montrer que I, et N, sont supplémentaires dans F, il suffit de
montrer que I, N N, = {0}. Soit £€ I, N N,.. On a :

TEN, <= ¢"(@)=0 et Fel, <= 3IecE/JH) =27

On en déduit que ¢ (7)) = 0 et donc 7 € Na,.. Mais on sait que Ny, = N, et donc ¢" () = 0 <= & = 0.
Finalement, I, N N, = {0}

. . 1
PROBLEME D’ANALYSE : ETUDE DE Z —.
n

1. a) Soit deux réels a et b, on a :

sin(a 4+ b) — sin(a — b) = sinacosb + cosasinb — (sinacosb — cosasinb) = 2cosasinb

En divisant par 2 on a bien |cosasinb = 3(sin(a + b) — sin(a — b)) |




[N

b) Soit # € R. On a: 1 — ¢l =cife i — ¢l — el (e7i —¢lf) = —2iel? sin§ .

c¢) Soit n € N*. f,(0) = ZCOSO [=n]
k=1

Soit x €]0; 5]. On a: f,(z) = Zcos(2kx) = Re (Z ei2km> — Re(S,(z)).
k=1 k=1

S, (x) est une somme géométrique dont la raison e'?* est différente de 1 (car = €]0; zD.

i2nx

Il suit que S, (z) = €20 1=C = 27 ei:iz ST e appliquant la formule vue en b). On a alors :
; sinnx sinnz sin(2n 4+ 1)x — sinx
fu(x) = Re(S,(z)) = Re(el™H*) 2 = cos((n + 1)x) x — = (2n + ) .
sinx sinx 2sinx

en appliquant la formule vue en a) avec a = (n + 1)z et b = nzx.

_ az+ba?

2. Soit (a,b) € R?, fixé. Soit la fonction g définie que ]0; 5] par g(z) = 2&E02=,

a) Pour z €]0; 7], sinaz > 0 et g est de classe C* comme quotient bien défini de fonctions C*°. Pour x — 0
on a ax + bx? ~ ax et sinz ~ x on a donc par quotient g(z) 5 o

On en déduit que ‘ g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = a ‘

Dorénavant, on considére que g est définie et continue sur [0; 7.
b) On a déja justific que g est dérivable sur ]0; 7]. On fait un développement limité au voisinage de 0 :
z(a + bx) 2 2

g(x) = 1 %2 o) = (a+bz)(1— 3 + o(z?) = a+ bx + - + o(z?)

On en déduit que ‘ g est dérivable en 0 et ¢'(0) = b‘ (on revoit également que g est continue en 0 si, et

seulement si, g(0) = a).
c¢) On sait déja que g est de classe C*° sur ]0, 5], les formules de dérivation usuelles donnent :

(2bz + a) sinx — (ax + bx?) cos x

sin® x

Ve €10; 3], o (2) =

On a vu a la question précédente que g est dérivable en 0 et que ¢’(0) = b.
Il reste a vérifier que lir% g'(z) = b. On se sert d’un développement limité en O :
T—

_ (2bx + a)(x + o(x)) — (ax + bz?)(1 + o(x)) _ bx? + o(x) - b
0 (z+ o(x))? 0 z2+o(x?) o

g (x)

us

Finalement, | g’ est continue en 0 et donc sur [0;

], ¢est-a-dire que g est de classe C* sur [0; 5] |

3
3. On note, pour tout entier naturel n non nul, G,, = / g(x)sinnz dx.
0

a) On a vu que g est de classe C* sur [0; 5] et donc, comme z — sinna Uest aussi,  — g(x) sinna est de

classe C! sur [0; 3]. Finalement, | G,, est bien défini comme intégrale d’une fonction C' sur [0; 5] |

\ | u(x) = g(a) W (@) = () .
b) On procéde par parties en posant { V(2) = sinna et o(z) = _% cosna Il suit que :
1 LR a—g(%)cos(nt 1 (%
G, = {g(x) cosmc} + 7/ g'(z) cosnz do = 9(3) cos(n3) + —/ g (z) cosnz dz
n 0 nJo n n Jo

On a
n

1 [ 1 [ 1 [
f/ g (x) cosnz dz| < f/ lg'(z) cosnzx| dz < f/ lg’(x)| dz.
0 " Jo nJo

1 (2
Il suit que lim 7/ g (z) cosnz dz = 0 puis que| lim G, =0]|
0

n—+oo n n—-+oo

II. Nature et somme de 3 2>



1. | 3" - est une série de Riemann convergente |

2. Soit k € N*.

a) On procéde par parties :

i

/2 x cos2kx dx = {xl sin 2kx]

jus
2

0
—_———
=0

z 1
/ 2% cos 2kx dx = {xQ sin 2ka:]
| S ——

=0

(=D)fr
4k?

b) Pour (a,b) € R? on a :

0

/2 (az + bx?) cos 2kx dx

z
et alors/ (az+bx?) cos 2kx dx =
0

1 [z 1
N in2kzr do = —
Sin xr axr 4]{3

il
2

0

n
452

jusy

1/2
0

2k

™

— (-

5 [cos Qkx}og

1 /2
2x sin 2kx dx = % / xsin 2k dx
0

1 x 1 [
— [zcos2kzx] — — / cos 2kx da =
2k2 0 2k2 J,

El 5
a/ xcos2kx dx + b/ 22 cos 2kz dx =
0 0

)k (a+bm)—

=1.

(' 1
4k2

[sin 2kx]0%
—_——

=0

4k3

(-D)*(a+br) —a
4k2

Le couple (a,b) = (—1, %) convient |.

3. Pour n € N*, en utilisant la question précédente puis la linéarité de 'intégrale :

Z Z( / aa:—i—bx)costa:dx)

™

= 4/2 (az+bx?) Z cos 2kx dx
0

k=1

= 4/05(ax—|— ba?) fo(x) do

4. On utilise la question précédente ainsi que expression de f,(x) établie a la question 1.c) de la partie I :

Zkz _4/ (az + ba?) fn (@) $=4/Og(ax+bx2)

3 in(2n + 1
2/2(az+bx2)7sm( n+tle
0

Remarque :

5. On avuque G, — 0donc Gopy1
n—-4o0o n

(=1,

Finalement,

= 2/2 g(z)sin(2n + 1)z dz — 2
0

s

sinx

0

sin(2n + 1)z — sinx

0

z
/ (az + bz?) dz

dz

2sinx

dz — 2/2(ax—|—bx2) dz

= 2Gop11 — 2/2(ax+bx2) dx
0

Pexistence des intégrales est assurée par les résultats de la partie 1.

sy

2
On calcule : —2/ (azx + bx?) dx
0

n
k=1

1

k2

n~>+<>o

2

1 1
-2 [ax2 + gbm

%) qui est la valeur trouvée a la question 2 et on a :

s

Bl
/ (az + ba?
0

3

!
0
_2/
0

[N

—+> 0. D’aprés la question précédente, on déduit que :
—+00

) da.

2

am b3

< "1 puis on remplace (a,b) par
2 72 7
b)Y der = — — — = .
(az + bz?) dz R 5



