| PCSI - CORRIGE DU DM4|

1. Ona:Vz €eR, g(z) = f(x) + f(—x) avec f qui est solution de (x) : f"(z) — f(—z) = =.

a) f ést définie sur R donc g aussi et on a : Vo € R, g(—z) = f(—x) + f(z) = g(z) donc .

b) f étant de classe C? sur R alors g I'est également et on a :
Vz €R, ¢'(z) = f'(x) = f'(—2) et g¢"(x)=f"(@)+ f"(-2).

c) f est solution de (x) donc Vo € R, f”(x) =+ f(—=x). Il suit qu’on a également f"(—z) = —z + f(x).
En utilisant le résultat de la question précédente :

Vz €R, g"(x) =+ f(=2) + (v + f()) = f(2) + f(-2) = g(=).

Finalement, ‘g est bien solution de (1) : " =y ‘

d) (1) est une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants, ses solutions sont
de la forme y(z) = Ae® + pe™® avec (A, ) € R?. Une telle fonction est paire si, et seulement si, pour
tout réel = on a y(—z) = y(z), ce qui est équivalent & A\ = p.

Finalement, ‘l’ensemble des solutions paires de (1) est {z — A(e” +e77)/\ € R} ‘

. On pose, Vo € R, h(z) = f(z) — f(—x) — 2z. On vérifie que puis, aprés avoir calculé les

dérivées de h on observe que que ‘ h est solution de (2) : y"' = — ‘

Cette équation est linéaire du second ordre a coefficients constants. On sait la résoudre et on ne conserve

que ses solutions impaires et on trouve que ‘ h de la forme x — psinx, avec p € R ‘

. OnaVer e R, g(z)+h(x) =2f(z) -2z > f(x) = M + z. On utilise alors les expressions trouvées
pour g(x) et h(x) :
A
Fe) = 5 +e7) + %sinx e

Les constantes A et u désignent des réels quelconques donc, quitte & les renommer, on trouve bien la forme
voulue : ‘ fl@)=Xe*+e )+ pusinz+z : (M) ‘

. On a vu que 8’1l existe une solution de () alors elle est de la forme (#). Il reste a vérifier que les fonctions
de cette forme sont bien des solutions de (x) (c’est-a-dire : aprés 'analyse, faire la synthése).

Soit donc f(z) = A(e® + e™%) + usinz + x avec (A, u) € R%. f est bien de classe C% sur R et on a :
Ve e R, fl(z) =Ae” —e ™) +pcosz+1 et f’'(x)=Ae"+e ") — usinz

On adonc:Vz €R, f’(z) — f(—x) = A" +e %) —usinz — Ae™* +€”) — psin(—z) + z = z.
Finalement, ‘1es fonctions de la forme (#) sont bien solutions de (%) |

Exercice optionnel

1. Soit § €] — m;w[. On calcule :

: 0 0 0 0 0 0 0
el = cosf + isinf = cos® 3~ sin® 3 +2isin§cos§ = cos? 2 (1 — tan? 3 +2itan2>

1 i9:1—1:2—|—2i:17_(1—|—i:c)2_ 1+ix

cos? * € 1+22 1-(2)? |1—iz|

(Les calculs étaient bien licites car —7 < 6 <7 < —% < § < T — cos§ #0).

On pose z = tan ¢ et on utilise 1 + tan? =

. . 1— a2 . . 2
2. On a cosf = Re (¢!) = Re (}f—ii) = ?3;2 et sing = Im (') = Im (ﬁ—iﬁ) =|1 _:;2 .
b de
3. On a, pour ¢ €]0; 5[ on veut calculer / oyl On fait le changement de variable x = tang :
o COS

1 : 142 .
o 4 devient 55

e r = tang <= 0 = 2Arctanx et donc df devient 1+%dx;




e les bornes d’intégration deviennent 0 et tan% :

a6 g 1422 2 tan 3 9dy tang /1 1
- Z _~ dx = = + —— | dx
o cosf 0 1—221+4 22 0 1—a2 0

l—2 1+4=x

¢
dé an i t t
Ilvientdonc:/ :[—ln|1—x|+ln\1+x|]t0 >=—In[l—tan ;| +In|l+tan-|. Or, -5 <t < %
o cosf 2 2

nous assure que 1 — tan% >0et 1+ tan% > 0, on a donc :

t t
do t t 1+tant

/ =—In(l—tan=|+In(l1+tan- | =1In 7n% .
o cosf 2 2 5

il y a une erreur dans ’énoncé, il est écrit « on prend t €] — 7;7[ » cela devrait étre t €] — F; Z[

) 2 .
En effet, pour t € {—7; 5} on a cost = 0 et donc Colst qui n’existe pas.

Remarque :




