
Corrigé PT 2016, épreuve C.

Partie I.

1(a) Le dis
riminant du trin�me r2 + br + c est b2 − 4c, et ses ra
ines sont don
 r1 = 1
2 (−b+

√
b2 − 4c) et

r2 = 1
2 (−b+

√
b2 − 4c). Ce sont des ra
ines réelles distin
tes sous l'hypothèse b2 − 4c > 0.

Les relations 
oe�
ients-ra
ines s'é
rivent c = r1r1 et b = −(r1 + r2).

1(b) Soit yi la fon
tion t 7→ erit pour i ∈ {1, 2}. Alors, sur R, y′i = riyi, y
′′
i = r2i yi, et don
 :

y′′i + by′i + cyi = r2i yi + briyi + cyi = (r2i + bri + c)yi = 0,

puisque ri est ra
ine de r
2 + br+ c. On a bien ainsi prouvé que pour i ∈ {1, 2}, la fon
tion t 7→ erit est solution

de l'équation (Eh) sur R.

1(
) Soit y une solution de (Eh) sur R. Alors, par linéarité de la dérivation :

(y′ − r1y)
′ − r2(y

′ − r1y) = y′′ − r1y
′ − r2y

′ + r1r2y = y′′ − (r1 + r2)y
′ + r1r2y

(i)
= y′′ + by′ + cy

(ii)
= 0,

en utilisant pour (i) les relations 
oe�
ients-ra
ines de la question 1(a), et l'hypothèse sur y pour l'égalité (ii).

1(d) Soit y une solution de (Eh) sur R. Alors, d'après la question la fon
tion y′ − r1y est solution de l'équa-

tion di�érentielle linéaire homogène d'ordre 1 à 
oe�
ient 
onstant Y ′ − r2Y = 0, d'où l'existen
e de C2 tel que

y′(t)− r1y(t) = C2e
r2t

sur R.

Par un 
al
ul analogue à 
elui de la question 1(c), on montre (y′ − r2y)
′ − r1(y

′ − r2y) = 0, et on en déduit


omme 
i-dessus l'existen
e de C1 tel que y′(t)− r2y(t) = C1e
r1t

sur R.

Bien entendu, les 
onstantes C1 et C2 dépendent de la solution y 
hoisie, et l'énon
é est don
 erroné.

1(e) Toujours, pour y une solution de (Eh), la question pré
édente assure l'existen
e d'une 
onstante C1

telle que y′(t) − r1y(t) = C2e
r2t

sur R. La fon
tion y est ainsi solution d'une équation di�érentielle linéaire

d'ordre 1 ave
 se
ond membre. L'équation homogène asso
iée est y′ − r1y = 0, l'espa
e de ses solutions est la

droite {t 7→ λer1t/λ ∈ R}. Au vu du se
ond membre, une solution parti
ulière peut être 
her
hée sous la forme

yp(t) = µer2t, et on obtient après substitution la 
ondition (r2 − r1)µe
r2t = C2e

r2t
, et après simpli�
ation par

le fa
teur non nul er2t, la 
ondition r1 6= r2 (voir question 1(a)) assure l'existen
e d'un réel µ = C2

r2−r1
tel que

la solution yp 
onvienne.

Le théorème de stru
ture des équations di�érentielles linéaires ave
 se
ond membre assure alors que l'ensemble

des solutions de (Eh) est :
{

t 7→ λer1t +
C2

r2 − r1
er2t

/

(λ,C2) ∈ R
2

}

,


e qui s'é
rit en
ore après 
hangement de paramètre :

{

t 7→ λer1t + µer2t
/

(λ, µ) ∈ R
2
}

.

1(f)(i) Dans le 
as envisagé i
i, le polyn�me 
ara
téristique de la question 1(a) devient r2−16 = (r−4)(r+4),
on obtient don
 r1 = −4 et r2 = 4, et l'ensemble des solutions de (Eh) est :

{

t 7→ λe−4t + µe4t
/

(λ, µ) ∈ R
2
}

.

1(f)(ii) L'équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 à laquelle on a adjoint une 
ondition initiale sur la valeur de

la fon
tion et la valeur de sa dérivée 
onstitue un problème de Cau
hy (linéaire, d'ordre 2), qui admet don
 une

unique solution. On la 
al
ule en partant de l'expression y(t) = λe−4t + µe4t. La 
ondition initiale y(0) = 2e
entraîne alors 2e = λ+µ, et la 
ondition y′(0) = 0 entraîne 0 = −4λ+4µ, soit en
ore λ = µ, et don
 λ = µ = e
au vu de la première 
ondition.

L'unique solution du problème de Cau
hy 
onsidéré i
i est don
 la fon
tion t 7→ e1−4t + e1+4t
.

2(a) L'ensemble D est le domaine à droite de la parabole d'équation x = 1
2y

2
(qui est dirigée par l'axe des

abs
isses).

2(b) Soit (x, y) ∈ D et (u, v) ∈ ∆. On 
onsidère l'équation (x, y) = h(u, v) :

(x, y) = h(u, v) ⇔
{

x = 1
2 (u

2 + v2)

y = v
⇔
{

x = 1
2 (u

2 + y2)

v = y
⇔
{

u2 = 2x− y2

v = y
.



Or, l'hypothèse (x, y) ∈ D assure que 2x > y2, et don
, 
onsidérant que u ∈ R
∗+

(
ar (u, v) ∈ ∆) :

(x, y) = h(u, v) ⇔
{

u =
√

x− 1
2y

2

v = y
.

En dé�nitive, h est bien une bije
tion entre ∆ et D, dont la ré
iproque est (x, y) 7→ (
√

2x− y2, y).
L'appli
ation h est de 
lasse C1


ar ses deux fon
tions 
oordonnées sont de 
lasse C1
(en tant que fon
tions

polynomiales). De même, h−1
est de 
lasse C1


ar ses fon
tions 
oordonnées sont de 
lasse C1
(pour la première

fon
tion, il 
onvient de voir que la fon
tion ra
ine 
arrée se 
ompose ave
 une fon
tion à valeurs stri
tement

positives sur le domaine 
onsidéré).

2(
) Cal
ulons la dérivée partielle première de ψ par rapport à u en fon
tion des dérivées partielles de ϕ.
En notant h1 et h2 les fon
tions 
oordonnées de h, pour (u, v) ∈ ∆ :

∂ψ

∂u
(u, v) =

∂ϕ

∂x
(h(u, v))

∂h1
∂u

(u, v) +
∂ϕ

∂y
(h(u, v))

∂h2
∂u

(u, v)

= u
∂ϕ

∂x
(h(u, v)).

Puis la dérivée partielle se
onde de ψ par rapport à u :

∂2ψ

∂u2
(u, v) =

∂ϕ

∂x
(h(u, v)) + u

[

∂2ϕ

∂x2
(h(u, v))

∂h1
∂u

(u, v) +
∂2ϕ

∂y∂x
(h(u, v))

∂h2
∂u

(u, v)

]

=
∂ϕ

∂x
(h(u, v)) + u2

∂2ϕ

∂x2
(h(u, v)).

Et ainsi :

ψ est solution de (E′) sur ∆ ⇔ ∀(u, v) ∈ ∆,
∂2

∂u2
(u, v)− 16ψ(u, v) = 0

⇔ ∀(u, v) ∈ ∆,
∂ϕ

∂x
(h(u, v)) + u2

∂2ϕ

∂x2
(h(u, v))− 16ϕ(h(u, v)) = 0

⇔ ∀(x, y) ∈ D,
∂ϕ

∂x
(x, y) + (2x− y2)

∂2ϕ

∂x2
(x, y)− 16ϕ(x, y) = 0

⇔ ϕ est solution de (E) sur D.

On a bien établi l'équivalen
e souhaitée.

2(d) Les solutions de l'équation (E′) sont les fon
tions de la forme (u, v) 7→ λ(v)e4u + µ(v)e−4u
, au vu des

résultats de la question 1 (en travaillant à v �xé, les 
onstantes d'intégration dépendent de v, et le 
ara
tère C2

assure le 
ara
tère C2
des fon
tions λ et µ ainsi obtenues).

Les solutions de l'équation (E′) sont alors les fon
tions de la forme (x, y) 7→ λ(y)e4
√

2x−y2

+ µ(y)e−4
√

2x−y2

,

ave
 λ et µ des fon
tions de 
lasse C2
sur R.

Partie II.

1. On pro
ède par analyse/synthèse.

Analyse. Supposons d'abord l'existen
e de α et β réels tels que x2 + 2λx + µ = α(1 + β2(x + λ)2) pour tout
x ∈ R. Alors, toujours pour tout x ∈ R :

x2 + 2λx+ µ = α+ αβ2(x2 + 2λx+ λ2) = αβ2x+ 2λαβ2x+ α+ αβ2λ2,



et don
, par liberté de la famille (x 7→ 1, x 7→ x, x 7→ x2), on obtient le système suivant qu'on résout :











1 = αβ2

2λ = 2λαβ2

µ = α+ αβ2λ2
⇔











1 = αβ2

2λ = 2λ

µ = α+ λ2

⇔
{

1 = αβ2

α = µ− λ2

λ2−µ<0⇔
{

|β| = 1√
µ−λ2

α = µ− λ2
.

Synthèse. On pose α = µ − λ2, et, en utilisant l'hypothèse λ2 − µ < 0, on pose β = 1√
µ−λ2

, et on véri�e

fa
ilement que l'égalité x2 + 2λx + µ = α(1 + β2(x + λ)2) est satisfaite pour tout x ∈ R en développant le

membre de droite.

2. L'expression établie à la question 1 montre que x2+2λx+µ est à valeurs stri
tement positives sur R (
ar

α = µ−λ2 est stri
tement positif par hypothèse, et 1+β2(x+λ)2 ≥ 1 > 0), don
 la fon
tion x 7→ 1
(x2+2λx+µ)n+1

est une fra
tion rationnelle dont le dénominateur ne s'annule pas, don
 est 
ontinue sur R.

De plus, au voisinage de +∞ ou −∞ :

1

(x2 + 2λx+ µ)n+1
=

1

x2n+2
× 1
(

1 + 2λ
x
+ µ

x2

)n+1 ∼
x→±∞

1

x2n+2
,

et, puisque n ∈ N, 2n+2 ≥ 2 > 1, don
 la fon
tion x 7→ 1
x2n+2 est intégrable au voisinage de +∞ et au voisinage

de −∞. D'après le théorème de 
omparaison, il en est don
 de même de la fon
tion x 7→ 1
(x2+2λx+µ)n+1 , qui est

don
, au vu de sa 
ontinuité, intégrable sur R.

En tant qu'intégrale d'une fon
tion intégrable, l'intégrale In est 
onvergente.

Pour 
al
uler I0, on utilise la question 1 pour mettre le dénominateur sous forme 
anonique, puis on utilise

le 
hangement de variable a�ne u = β(x+λ) (ave
 le réel β obtenu à la question 1 qui est stri
tement positif),

et on trouve, l'intégrale I0 étant 
onvergente :

I0 =

∫ +∞

−∞

dx

α(1 + β2(x+ λ)2)
=

∫ +∞

−∞

du

αβ(1 + u2)
=

1

αβ
[arctan(u)]

+∞

−∞ =
π

αβ
=

π
√

µ− λ2
.

3(a) Dans le 
as 
onsidéré, l'intégrale In devient :

In =

∫ +∞

−∞

dx

(x2 + 1)n+1
.

On intègre alors par parties en intégrant le fa
teur 1 et en dérivant x 7→ 1
(x2+1)n+1 (qui sont de 
lasse C1

sur

R, en tant que 
onstante et fra
tion rationnelle dont le dénominateur ne s'annule pas), et en remarquant que

les termes intégrés proviennent de

x
(x2+1)n+1 qui admet des limites �nies (et même nulles) en ±∞. Ainsi :

In =

[

x

(x2 + 1)n+1

]+∞

−∞

+ 2(n+ 1)

∫ +∞

−∞

x2

(x2 + 1)n+2
dx = (2n+ 2)

∫ +∞

−∞

x2 + 1− 1

(x2 + 1)n+2
dx = (2n+ 2)(In − In+1),

en utilisant pour la dernière égalité la linéarité pour les intégrales 
onvergentes. On déduit de 
e qui pré
ède,

pour tout n ∈ N :

(2n+ 2)In+1 = (2n+ 1)In,

et don
, pour tout n ∈ N
∗
:

In =
2n− 1

2n
In−1.

3(b) Dans le 
as 
onsidéré, l'expression de I0 devient I0 = π. La suite (In)n satisfait une relation de

ré
urren
e linéaire de pas 1, son premier terme est 
onnu, on prouve fa
ilement par ré
urren
e, pour tout

n ∈ N :

In =

∏n−1
i=0 (2i+ 1)
∏n

i=1(2i)
I0,



et par un 
al
ul 
lassique 
onsistant à inter
aler des fa
teurs pairs au numérateur pour faire apparaître un

nombre fa
toriel :

In =

∏n−1
i=0 (2i+ 1)

∏n
i=1(2i)

(
∏n

i=1(2i))
2 π

=
(2n)!

22n(n!)2
π.

Partie III.

1. L'équation 
onsidérée est une équation trin�me du se
ond degré, de dis
riminant 1 − 4x, qui est positif
sous l'hypothèse |x| ≤ 1

4 . Ses solutions sont Y1 = 1
2 (1 −

√
1− 4x) et Y2 = 1

2 (1 +
√
1− 4x).

2. La fon
tion 
onsidérée est dé�nie là où 1− 4x est positif, 
'est-à-dire sur l'intervalle ]−∞, 14 ].

3. Le développement en série entière de la fon
tion x 7→ (1 + x)α est :

∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)α =
+∞
∑

n=0

∏n−1
i=0 (α− i)

n!
xn.

Il est de rayon de 
onvergen
e supérieur ou égal à 1 (égal à 1 dès que α /∈ N).

4. En appliquant le résultat de la question 3 ave
 α = 1
2 et x réel tel que |4x| < 1 (autrement dit x ∈]− 1

4 ,
1
4 [),

on obtient :

√
1− 4x =

+∞
∑

n=0

∏n−1
i=0 (

1
2 − i)

n!
(−4x)n =

+∞
∑

n=0

(−1)n4n
∏n−1

i=0 (
1
2 − i)

n!
xn,

et don
 :

f(x) =
1

2
− 1

2

+∞
∑

n=0

(−1)n4n
∏n−1

i=0 (
1
2 − i)

n!
xn =

+∞
∑

n=1

(−1)n+14n
∏n−1

i=0 (
1
2 − i)

2× n!
xn.

On a ainsi obtenu le développement en série entière de f sur ]− 1
4 ,

1
4 [ et les 
oe�
ients :

S0 = 0 et ∀n ∈ N
∗, Sn =

(−1)n+14n
∏n−1

i=0 (
1
2 − i)

2× n!
.

De plus,

1
4 est bien le rayon de 
onvergen
e R de 
e développement : le 
al
ul 
i-dessus montre que R ≥ 1

4 ,

et ré
iproquement, en partant du développement de f pour |x| < R, on obtient par un 
al
ul analogue le

développement de

√
1− 4x, dont on sait qu'il est de rayon

1
4 , 
e qui montre l'inégalité ré
iproque R ≤ 1

4 . Le

domaine sur lequel le développement de f est valide est don
 DS =]− 1
4 ,

1
4 [ (
onformément au programme, on

ne s'intéresse pas à la 
onvergen
e aux extrémités de l'intervalle ouvert de 
onvergen
e sans demande expli
ite).

5. Soit deux séries entières

∑

n≥0 anx
n
et

∑

n≥0 bnx
n
. Leur produit de Cau
hy est :

(

+∞
∑

n=0

anx
n

)(

+∞
∑

n=0

bnx
n

)

=

+∞
∑

n=0

(

n
∑

k=0

akbn−k

)

xn.

Si Ra et Rb désigne les rayons de 
onvergen
e respe
tifs des séries entière

∑

n anx
n
et

∑

n bnx
n
, alors le rayon

de 
onvergen
e de leur produit (de Cau
hy) est supérieur ou égal à max{Ra, Rb}.

6. D'après la question III.1, et la dé�nition de la fon
tion f , 
ette fon
tion est solution sur ] − 1
4 ,

1
4 [ de



l'équation Y2 − Y − x = 0. Ainsi, au vu du développement en série entière de f , pour tout x ∈]− 1
4 ,

1
4 [ :

0 =

(

+∞
∑

n=0

Snx
n

)(

+∞
∑

n=0

Snx
n

)

−
+∞
∑

n=0

Snx
n + x

=

+∞
∑

n=0

(

n
∑

k=0

SkSn−k

)

xn −
∞
∑

n=0

Snx
n + x

S0=0
=

+∞
∑

n=2

(

n−1
∑

k=1

SkSn−k

)

xn −
+∞
∑

n=1

Snx
n + x

= (1− S1)x+

+∞
∑

n=2

(

n−1
∑

k=1

SkSn−k − Sn

)

xn,

et don
, par uni
ité du développement en série entière, pour tout entier n ≥ 2, Sn =
∑n−1

k=1 SkSn−k (et S1 = 1).

7. On reprend l'expression obtenue à la question 4, pour n ≥ 2 :

Sn =
(−1)n+14n

∏n−1
i=0 (

1
2 − i)

2× n!

=
(−1)n+14n

∏n−1
i=0 (1− 2i)

2× 2nn!
(en multipliant 
haque fa
teur par 2)

=
(−1)n+14n(−1)n−1

∏n−1
i=1 (2i− 1)

2n+1n!
(le fa
teur d'indi
e i = 0 vaut 1)

=
2n−1

n!

∏n−1
i=1 (2i− 1)

∏n−1
i=1 (2i)

∏n−1
i=1 (2i)

(
omme en II.3(b) )

=
2n−1

n!

(2n− 2)!

2n−1(n− 1)!

=
1

n

(2n− 2)!

((n− 1)!)2

=
1

n

(

2n− 2
n− 1

)

,

et l'expression demandée est établie.

8. La série de terme général Sn est obtenue en évaluant le développement en série entière de f en x = 1.
Or, on a établi que 
e développement a pour rayon de 
onvergen
e 1/4 : la série diverge don
 grossièrement en

1 > 1/4. On a établi que la série de terme général Sn est divergente.

9(a) Comme indiqué dans l'énon
é, C1 = 1 et C2 = 2.
On é
rit tous les mots de Dy
k de longueur 6 (en suivant l'ordre alphabétique pour s'assurer de n'en oublier

au
un) :

AAABBB, AABABB, AABBAB, ABAABB, ABABAB,

et don
 C3 = 5. En�n, les mots de Dy
k de longueur 8 sont :

AAAABBBB, AAABABBB, AAABBABB, AAABBBAB, AABAABBB, AABABABB, AABABBAB,

AABBAABB, AABBABAB, ABAAABBB, ABAABABB, ABAABBAB, ABABAABB, ABABABAB,

et don
 C4 = 14.
9(b) A 
haque mot de Dy
k M de longueur 2n, on asso
ie l'entier naturel k(M) dé�ni 
omme le maximum

des entiers stri
tement inférieurs à 2n tels que le pré�xe de M de longueur k 
ontienne autant de A que de B.

Ce maximum est bien dé�ni 
ar 0 est un tel entier naturel, et par dé�nition 0 ≤ k < 2n. On remarque aussi que

k est for
ément pair : on le note dorénavant 2ℓ(M) ave
 don
 ℓ(M) entier tel que 0 ≤ ℓ ≤ n− 1.
Pour 
haque n entier naturel non nul, notons Dn l'ensemble des mots de Dy
k de longueur 2n. On obtient alors :

Dn =
n−1
⋃

l=0

{M ∈ Dn/ℓ(M) = l} .



Cette réunion est disjointe par dé�nition de ℓ. Pour 
haque l entier 
ompris entre 0 et n − 1, notons Dn,l =
{M ∈ Dn/ℓ(M) = l}. On obtient alors des bije
tions :

σ0 : Dn,0 → Dn−1, ∀l ∈ J1, n− 1Kσl : Dn,l → Dl × Dn−l,0,

dé�nies 
omme suit (dans 
e qui suit, on note M [k] le 
ara
tère en position k du mot M , et M [k1 : k2] le
sous-mot 
onstitué des 
ara
tères entre les positions k1 et k2 
omprises) :

� pour n ≥ 2, à un mot de Dy
k M ∈ Dn,0, on asso
ie le sous-mot M ′ = M [2 : 2n − 1] 
onstitué des


ara
tères des positions 2 à 2n− 1, qui est de longueur 2n− 2, et qui est un mot de Dy
k. En e�et, pour

tout k 
ompris entre 1 et 2n − 2, le sous-mot M ′[1 : k] est égal à M [2 : k + 1], soit en
ore le sous-mot

M [1 : k + 1] privé du A initiale. Puisque M est un mot de Dy
k, le nombre de A dans M [1 : k + 1] est
supérieur ou égal au nombre de B, et puisque M ∈ Dn,0, la di�éren
e est stri
te, et don
, une fois le A
initial retiré, le nombre de A dans M [2 : k+1] =M ′[2 : k] reste supérieur au nombre de B. L'appli
ation

σ0 est don
 bien dé�nie de Dn,0 à valeurs dans Dn−1. On véri�e fa
ilement qu'il s'agit d'une bije
tion en


onstruisant la ré
iproque, 
onsistant à adjoindre à un mot de Dy
k de longueur 2n− 2 un A initial et un

B �nal. La bije
tivité de σ0 assure ainsi :

#Dn,0 = #Dn−1 = Cn−1,

et la relation est en
ore vraie pour n = 1 puisque Dn,0 = Dn par dé�nition, et don
 est de 
ardinal 1, et
C0 = 1 par hypothèse.

� pour l ∈ J1, n− 1K, et M ∈ Dn,l, on véri�e fa
ilement que M [1 : 2l] et M [2l+1 : 2n] sont en
ore des mots

de Dy
k, et la maximalité de l permet fa
ilement de s'assurer que M [2l + 1 : 2n] appartient à Dn−l,0.

On a ainsi indiqué la 
onstru
tion de l'appli
ation σl, et la ré
iproque est simplement l'appli
ation de


on
aténation d'un mot de Dy
k de longueur 2l et d'un mot de Dy
k de longueur 2(n − l) en lequel la

fon
tion ℓ s'annule.
La bije
tivité de σl assure ainsi :

#Dn,l = #Dl ×#Dn−l,0 = ClCn−1−l,

la dernière égalité provenant du point pré
édent.

Il vient alors :

Cn = #Dn =

n−1
∑

l=0

#Dn,l (
ardinal d'une réunion disjointe)

= Cn−1 +

n−1
∑

l=1

ClCn−1−l (en isolant le terme d'indi
el = 0)

=

n−1
∑

l=0

ClCn−1−l (
ar C0 = 1)

=

n
∑

k=1

Cn−kCk−1 (par 
hangement d'indi
e l = n− k).

9(
) Les deux suites (Cn)n et (Sn+1)n 
oïn
ident au rang n = 0 (
ar C0 = 1 = S1), et , d'après les questions

9(b) d'une part, et 6 d'autre part (ave
 le même 
hangement d'indi
e qu'à la �n de la question 9(b)), satisfont
une même relation de ré
urren
e forte. D'après le prin
ipe de ré
urren
e forte, on en déduit que pour tout

n ∈ N, Cn = Sn+1.

Au vu de la question 7, on a montré que pour tout n ∈ N
∗
, le nombre de mots de Dy
k de longueur 2n est :

1

n+ 1

(

2n
n

)

.

Cela 
orrespond aux résultats de la question 9a pour n = 3 et n = 4.


