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Nombres complexes
Soit 0 €]0, /4]
1. Placer dans le plan complexe les points A, B, C d’affixes respectives z4 = €, 25 = e 7%, 2 = ¢l(™9),

Les points sont sur le cercle trigonométrique : on passe de A a B par symétrie par rapport a (Ox) et B a C sont
diamétralement opposés (7 radians égale 180 degrés, le demi-tour!).

2. |za] = | = Vcos?2 0 +sin? @ = 1 = |z5| = |2¢| = 1 par Pythagore ou le cours de PCSI.
3. Faites de la trigo e = cos 6 + i sin 6.
Ainsi
|zp — za|* = |2 cos > = 4cos? 0
|z — 2> =22 =4
|24 — 2c|? = |2sin0|* = 4sin” 6.
|za — zo|* + |2 — 2z4|> = 4 = |2¢ — zp|* Par Pythagore le triangle est rectangle en A!!! (énoncé douteux..., le
dessin est parlant).

4. Arg (EB — zA) représente la mesure de 'angle fﬁ, fﬁ)
C — 24

Par un calcul complexe en factorisant,
2 — 24 27

RC T RA

Suites adjacentes

1. Rappeler le théoreme des suites adjacentes :
Soient deux suites réelles, (a,,) croissante, (b,) décroissante telles que |b, — a,|] — 0. Alors les deux suites
admettent une limite finie et cette limite £ est commune et vérifie Vn, a,, < ¢ < b,
(=1)"
Inn °
(a) Justifier que u,, > 0 si et seulement si n est pair.
(b) Ani1— An = uony1 + usny > 0carugnig <0 < ugy et

2. Pourn > 2,0on pose u,, =

|uan+1| < |uan.
Donc (A,,) croissante.
De méme Byi1 — By = Ua(n41) + Uan41 = Uan+2 + Uan41 > 0 (B,,) croissante.
(c) |By — An| = uan tend vers 0, on applique les suites adjacentes.
(d) Ainsi (Ay) et (By) convergent vers une méme limite finie L.
(e) On reconnait les sommes partielles (Ay) = (San+1) d’indices impairs et (By) = (San) d’indices pairs

N
ou SN = E Uk
k=2

2N
S2N = Z uy, etc
k=2
La convergence de (Say) et (San+1) implique la convergence de la suite des sommes partielles (S,),>2 =

p
(Z uk> vers une limite finie L.
k=1 p>2

En reformulant en termes de séries numériques, la série numérique
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E uy est convergente et sa somme est le nombre fini
k>1

L= lim S,= lim sum? ug. Se nombre est a elé "somme" de la série convergente uy, est se note
p k=2
p—+00 p—+00 1

avec la notation suivante :
+oo p
=L = lim U
> lim D
k=2 k=2
Encadrements

t3
1. (a) sint SSvianiTins o(t?)

—0 3!
Lol L o)
’ ——= ——=+o
(b) sint — ¢ _ 3l _ 3 :—1—1—0(1) N __1
(sint)3 =0 (t+ o(t))3 3 4 o(t?) 6 =0 6

Il s’agit de la limite fine en 0.
sint —t

(sint)3

(c) Lafonction f :]0,7/2] — R, t peut donc étre prolongée par continuité en 0 (en un fonction f

continue sur [0, 7/2]) en posant

Vi € R, (1) = [0 et f(0) =

D’apres le théoréme de prolongement de PCSI.

2. (@) Inu = 0+u—+o(u)
u—0

(b) In (1+E> = E+o(1/n)
n/ n—+oo n
(c) o = efine
d) (1 N g)n _ enln(l-i-%) :+ en(%-l—o(l/n)) _ ea-i-o(l) — % % eo(l) T> e x 1 = %
n n——+o0o n—-+oo

Ainsi lim <1+ 3) — et
n

n—-+0o00

(e) Onaliml+ < = Tetlim1® = 1.
n— n n—

On ne sait pas faire des produits infinis de limite et on il était difficile de s’attendre a avoir lirf (1 + 2) £
n——4o00 n

lim (hm 1+ ﬁ)

n— \n— n

3. (a) Onfait le quotient

Inn
n2 Inn . ,
= > () par croissances compareées.
1 n1/2 n—-+oo
n3/2

Al cnn 1
InSI?n—:‘rooo W

L. . 1 s .
(b) La série de Riemann E —3/7 converge car 3/2>1 (critere de Riemann)
n
n>1

DM Corrigé 4éme quinzaine 1 2/5



« 4 4N . . L
DM 1 Corrigé 4éme quinzaine PC I h préparatoires
scientifiques

pour le lundi 01 septembre 2025 Lycée Brizeux

Par théoreme de comparaison (via le petit o) on en déduit que la série E n—2n est absolument convergente
n
n>1
donc convergente.

a—2,_—n

=n e — e(a—2) Inn-n _ e—n(1+(2—a) lnn/n).

| "|®§| %

(a) Qn =

n2
Or par croissances comparées Inn/n — 0 Donc —n(1 + (2 — a) Inn/n) — —oc par produit de limites, et
comme e — 0, par composition de limites (),, — 0 et
——00

nt 1
- — o) R
e n—+oo n?

.. . 1 . N " .. n®
(b) La série de Riemann E — converge donc par comparaison entre series a termes positifs, la série E —
n (§]

n>1

converge
(a)
(b) Soitf € R.

ein9 ein@

=~"avecy = .
g AT TS
~ 1 . 14 . e e .

Ona~y # 1letméme |y| = 3 < 1 ce qui assurera la convergence de la série géométrique Z ~™
(c)
(d) Comme || < 1, la série géométrique Z ~" converge.

n>0
m ,Yn o ,ym—i-l
Pour tousn,m € Non a nyk =7 (vraisiy # 1) eticilim~” = Ocar |y| < 1
k=n
—+o00 N 1 . ,.)/N—‘rl
Donc la série geométrique Z ~" converge et sa limiteest L = Z Up = NEIEOO Z Up = Nlirfoo Ty =
n>0 k=0 k=0
1 1
= —/3
1—y 1-—¢

On pourrait simplifier en factorisant les différences de complexes avec une exponentielle faisant intervenir
la demi-somme des arguments...

N
4. (a) 1) Zu" b) somme partielle

n=0
“+o00

2) Z u,, c)somme (on sait que c’est une valeur finie égale a la limite de la suite des sommes partielles).
n=0
3) Z u,, a) série (C’est un objet abstrait, pas un nombre, qui désigne une infinité de nombres réels, et 'on ne
n>0
sait pas si elle converge ou non et 'on ne calcule pas avec = dans une relation entre réels, car ce n’en est aps
un!!l)

Espaces euclidiens
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On munit R? de son produit scalaire canonique (| ).

1.

Orthonormalisez par le procédé de Gram-Schmidt la famille de vecteurs (u, v, w)

avec

u=(1,0,1),v=(1,1,1),w = (-1, 1,0).

Allez-y par vous méme!

Soit F = {(x,y,2) € R*; 2 — 2z = 0} Justifier que F est un R-espace vectoriel dont on déterminera la dimension.

On peut le faire a la main en vérifiant que F' est non vide car contient (0, 0, 0)puis stable par combinaison linéaire
(pour (a,b,c),(d,e, f) € Fet\ € Ronvérifie paruncalculque (a, b, c)+(d, e, f)\ = (a+Ad, ...,c+\f) appartient
a F car en vérifie I'’équation

Sinoncomme ¢ : R* — R, (z,v, z) —> est une application linéaire (et méme une forme linéaire, on remarque
que F = Ker(y) et est un sous-espace vectoriel de R® par propriété du cours.

3. 14+ (—1) = 0donc u et v appartiennenta F.

En déduire une base orthonormée de F'.

Par le théoréme du rang 3 = dim(IR?) l'espace de départ de ¢ est égale a dim(Ker ¢) + dim(imy)

C’est a dire 3 = dim F' + 1 car ¢ forme linéaire non nulle est surjective (tout réel z a pour antécédent par ¢ le
vecteur a = (z,0,0) ou un autre par exemple, etrgp = 1

Ainsi comme (u, v) libre car ce sont DEUX vecteurs non colinéaires (I'argument est faux pour 3 ou plus faites la
liberté a la main), donc F' D Vect(u, v) et par égalité des dimensions,

F = Vect(u,v) = {\u+ pv; (A, 1) € R*} et une base de F est la familel By = (u, v).
Le vecteur w n’appartient pas a I car il ne vérifie pas '’équation cartésienne.

Au passage en notant levecteurn = (1,0, —1), un vecteur t=(x,y,z) vérifie les équivalences (avec el produit scalaire
usuel <, >

telF<—=r—2=0<=ox14+yx0+2zx(-1)=<(2,9,2),(1,0,-1) >=0<=<t,n>=0<=1t L n.
Ainsi F est le plan vectoriel orthogonal a n !
On trouve une base orthonormée Bgs = (e1, e2) de F via l'algorithme de Gram-Schmidt.

D’apres le cours de PCSI la distance d(w, F') de w a F' est donné a l'aide du théoreme de projection orthogonal,
avec pr(w) =< w,e; > e+ < w, e > ey le projeté orthogonal de w sur F par la formule,

d(w, F) =d(w,pr(w)) = ||w — prp(w)| = |lw— < w,e; > e;— < w, es > ey qui se calcule fastidieusement.
Toutefois,

, . 1
R? = [+ F*+ avec - = Vect(n) = D droite dont une base orthonormée est 71 = E(l, 0,—1)

Onallw —pr(w)l = [lpre(w)[| = || < w,n > @l
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