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Il. Dulau 15 juillet: révisions d’algébre
Matrice d’une application linéaire

Soient £ = R? muni de la base canonique B = (e;, €3, e3) et f lendomorphisme de E figuré défini pour tout (z,y, 2)
par
flzyy,2) =2 —y,20+y—2z,x+y+ 32)

Onposee] =e; + ey —e3,65 =€ —ezetey =e; — ea.

2 -1 0
1.Ona|A=Matg(f)=|—-2 1 -2
1 1 3

Rappelons que pour (x,y,z) = (1,0,0) ona f(1,0,0) = (2,—2, 1) qui correspond a la premiere colonne de A,
etc...
2. Onremarque que Card(B’) = 3 = dim(E). Il suffit de montrer la liberté de B’ pour conclure.
e Variante 1:on posea, b, c € R tels que
aey + bey + cey = 0(1)
En décomposant selon la base B :

a+b+c = 0 a = 0
(1) <= 1< a—b = 0 <<=qb =a
—a—c =0 c = —a
Donca = b = ¢ = 0 et la famille est libre.
1 11 0 10 . 1
eVariante2:| 1 0 -1 = 1 0 —-1| = (=)' x1x ‘ = 1 # 0 ce qui prouve
1 0 -1 Li<+Li+L3 1 0 -1 dev% L -1 -1

que B’ est libre

Conclusion : B est libre et maximale dans E, donc| B’ est une base de E. ‘
Vérifier que B’ = (e}, €,, e3) est une base de F.

3. Oncalcule

1 2 -1 0 1 1
Ax| 1 |=1-2 1 =2|x[1]=]|1|doncf(e) =€} =1xe]+0xe,+0xe;cequidonnela
—1 1 1 3 —1 —1
premiere colonne de D.
1 2 -1 0 1 2
Ax | 0 |=-2 1 =2|x| 0 ]=10 |]doncf(e) =2¢
—1 1 1 3 —1 —2
1 2 -1 0 1 3
Ax | -1]=|[-2 1 =2|x|[-1]=/|-3]|doncf(e) =3¢
0 1 1 3 0 0
1 00
On afinalement| D = Matg (f) = [0 2 0
00 3

4. La matrice de passage P de B a B’ contient en colonnes les décompositions des vecteurs de la nouvelle base B’
selon l'ancienne base 5.
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1 11
Ainsi P = 1 0 -1
-1 0 -1

Par la méthode du pivot de Gauss :

1 1 1 1 00
1 0 —-1{0 1 0 =
10 —110 0 1 [ Lette-LulacLatLy
11 1 1 0 0
0 -1 -2]-1 10 =
01 0 [1 01)"™%
11 1 00
01 0 1 0 1 =
0 —1 —2|—1 1 0 ) Fheths
1 11 1 00
010 1 01 =
00 —2/0 1 1) 12k
11 1]1 0 0
01010 1 =
00 1|0 —1/2 —1/2 | ettt
1000 1/2 —1/2
01 010 1
00 10 —1/2 —1/2
On n’oublie pas de vérifier le calcul :
1 11 0 1/2 —1/2
1 0 -1 X 10 1 =13
10 -1 0 —1/2 —1/2
0 1/2 —1/2
Conclusion| P! = 1 0 1
0 —1/2 —1/2

5. D’apres la formule de passage :
Matg (f) = Passgig, x Matg(f) x Passg_p

Ainsi| D = P~' AP |ou de maniére équivalente| A = PDP !

1n
6. On montre par récurrence surn € N la propriété H, :« D" = [ 0
0
10 0
e initialisation: Pourn =0D"=I;=[ 0 2° 0
0 0 3°
e hérédité : Supposons H,, pour unn € N fixé.
1™ 0 0 1 00 1 0
D"'=DxD"=1[0 2" 0| x |0 2 0]=/(0 2"
T \o o0 3" 00 3 0
Conclusion:
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0
0

n

27L
0

VneN, D" =

OO =
w

7. On montre par récurrence surn € N la propriété P, : « A" = PD"P~ 1 »
e initialisation: Pourn =0 A’ = [; = PP~' = PP~ = pD°pP~!
e hérédité : Supposons P, pour unn € N fixé.
A" = A" x A = PD"P'PDP ' = PD"DP ! = pD"M P! = d’ou Prii-

P?L
Conclusion:
VneN, A" = PD"P~!
Ainsi
1 1 1 1 0\ /0 1/2 —1/2 1 oon 3" 0 1/2 —1/2
A= 1 0 -1 02" 0 1 0 1 =1 0 =311 O 1
-1 0 -1/ \o 0o 3*/ \o —-1/2 —1/2 -1 0 -3/ \0o —-1/2 —1/2
2" (1-3")/2 (—=142""4+3™)/2
= 0 (1+3")/2 (—143")/2
0 (=1+3%)/2 (1+3")/2

Polynémes

1
Soitn e N"et P = 7 (X 4+1)" — (X —1)"].
n n—2
H \n S\ n k sn—k s\n—k k k sn—k s\n—k k
1. Parlebindmede Newton, (X +i)"—(X —i)" = (i"F = ()" ) X* = E (i"F = (=)™ ) X+
n n
k=0 k=0
nx 22X 41 x (1-1)X"
On en déduit que le terme de plus haut degré de P est 2n X" et le coefficient du terme de plus haut degré est
2n.

2. On aen téte la relation = 2_ - Im(z2)
i

1
Sin — kestpair, - (""" — (=i)"*) =0
1

1

Sin —k =2p+ 1estimpair, - (i" ™" — (—i)"*) = 2i* = 2(-1)
1

Ainsi P est a coefficients réels.

3. Onremarque que P(i) # 0, donci n’est pas racine de P.
z racine de P équivautdonca:

(z+1) _1
z—i

z4+1i N . s "
En posant Z = ~—, on se raméne aux racines niémes de l'unité :
z—i
z+1 < km
Pourk € [0,n — 1], =— =e*%w
z—i

Soit z(1 — ) = —i(e2 +1)
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Le cas particulier £ = 0 donne une équation sans solution.
Les racines de P sont alors les z;, donnés pour k € [1,n — 1] par
—i(eX 4 1) ~ cos(2km/n)

e (1 —e25)  sin(2k7/n)
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