CCP PC 2016 - un corrigé

PROBLEME

Pour n € N et k € [0,n], on note py, ,(X) le polynéme (Z) Xk — x)nFk,
PARTIE 1. GEOMETRIE
On note Ag, Ay et As les trois éléments de R? définis par Ag = (0,1), A} = (1,1) et A3 = (1,0).
On note .7 I'ensemble défini par 7 = {(z,y) € [0,1)* |2z +y > 1}.
Pour tout ¢ € [0,1], on remarque que po1(t) =1 —t et p1,1(t) = t. On note alors :
A(t) = po(t)Ao + p11(t) A1, B(t) = poa(t)Ar + p11(t)Az et C(t) = po,1(H)A(t) + p1,1(1)B(2).
1. Soit ¢t € [0,1].

1.a) | poa(t) = <(2)>t0(1 12 = (1= 02 || pra(t) = (f)tlu ) =261 — 1) b et, | paa(t) = @)9(1 O

Lb) |A(t) = (1 - ) Ao+ tAr = (t,1) | | B(t) = (1 — ) A1 + A = (1,1 — 1) et,
C(t) = (1—t)A(t) +tB(t) = (2t — t*,1 — ) |.
2
L.c) On aalors, Y pra(t)Ap = (1 — 1) Ag + 2t(1 — ) Ay + 2 Ay = (2t — 12,1 — £*) = C(1).
k=0
2.) Soit (A4, B) € 72, soit A € [0,1], posons C = AA+ (1 —\)B, alors, A = (z,y), B = (2/,%/) avec (z,y,2",y') €
0,1 et x4+y>1, 2" +¢ > 1.
Ainsi, C = (Az+ (1 =N/, Ay+(1—=N)y) et 0 < Az + (1 -z’ <A+1—X =1 car x et y sont entre 0 et 1, de
meéme, 0 < Ay+(1-AN)y < A+1—-A=1,deplus, \z+(1-N)2'+ A \y+(1=N)y = NMa+y)+(1-\)(2'+y') >
A+(1=XN=Lz+y>leta’+y >1.

En conclusion, | 7 est donc une partie convexe de R? |.

3.) Soit € l'arc paramétré a partir de la fonction f: ¢t — C(t)
0,1 — R2
3.a) Soit t € [0,1], C(t) = (2t — 2,1 —t?) € [0,1] car t € [0,1], donc, t2 € [0,1] = 1 — 2 € [0, 1].
La fonction f : t = 2t — 2, est dérivable sur [0, 1], et, f'(t) =2 —2t = 2(1 —t) > 0 sur [0, 1], or, f(0) =0
et f(1) =1, donc, Vt € [0,1], f(t) € [0,1].
De plus, 2t —t2 4+ 1 —t2=1+42t(1 —t) > 1, car t(1 —t) > 0.
tous les points de € sont dans .7 ‘

Ainsi,

3.b) Pour tout ¢ € [0,1], |un vecteur directeur de la tangente Z; & € en C(t) est (2 — 2t, —2t) ‘ car, f est de
classe Cl et f'(t) = (2 — 2t,—2t) # (0,0).

: . . e — (2t —¢?) 22t
3.c) Soit t € [0, 1], une équation de la droite % est : y—(1—12) 2
t)(y—1+t*) =0.

Et, A(t) € Gy, car, t(t—2t+12)+(1—t)(1—-1+t?) = 0, B(t) € %, car, t(1—2t+t2)+(1—t)(1—t—1+t?) = 0.

A(t) et B(t) sont sur la droite Z;, donc, pour tout ¢ € [0, 1], ’le segment [A(t), B(t)] est inclus dans @t‘

‘:0 — tlx—2t+t3)+ (1 -
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PARTIE 2. ALGEBRE LINEAIRE ET PROBABILITES

Soit n € Ntel que n > 2. Onnote .# la famille de R, [X] constituée des polynomes (po (X)), p1.n(X), ..., Pan(X)).

4. 4.a) ¢, et By, sont des applications linéaires, en effet,
soit (P,Q) € (R,[X])?, soit A € R, (AP + Q) = nX(\
AnXP(X)+ X1 -X)P'(X)]+nXQ(X)+X(1-X)Q (

BOP+QX) = Y0P +Q) () panlx) D

Q)X )+X(1— X)(A\P + Q) (X) =
+ ©n(Q).
k=0

+
> Ei;pkn +ZQ< )pkn X)
= ABnp(P)+ B,(Q)

Soit P € Ry[X], ¢n(P) € Rp[X], car, P(X) = Y " ap X, or, 0p(X*) = nX* 4 X(1 - X)kX ! =
k=0

(n — k)X ! + kX% aun degré k+1 < nsik € [0,n— 1], et »,(X") = nX" a un degré n, donc,

VE € 0, n]] (X ) € R, [X], ainsi, ,n(P) € R,[X].

Et, By( ZP ( )pkn X) € Ry[X], car P (%) € R et pour tout k € [0,n], pn € R, [X].

’Ain&, ©n et Bn sont des endomorphismes de R,,[X] ‘
4.b) Soit k € [0, n],
on(Prn)(X) | = nXpp,(X)+ X(1 —X)p3§7n(X)

= nX( )Xk( - X))k X(1 - X) [(Z)ka*1(1 — X))k (Z)Xk(n —k)(1 - X)nfk—l}
= (k)Xk—H( X)n—k: + ]C(Z)Xk(l _ X)n—k—i—l _ (n _ ]C) (Z)Xk+1(1 - X)n_k
= k()X - X))k 4 k(7)) XE(L - X)nRH

R() X1 = X)X 1= X] = k() XH(1 = X)" ] = kpien(X)

4.c) D’apres la question précédente, pour tout k € [0, n], pgn est un vecteur propre de B,, associé a la valeur
propre k (car P 7 0 et SOn(Pk,n) = kpk,n)~
La famille .# est donc une famille libre, puisque ce sont n + 1 vecteurs propres de ¢, associés n + 1
valeurs propres distinctes.
Or, dim(R,[X]) =n +1,

4.d) [,

Z est donc une base de R, [X] et ¢, est diagonalisable ‘

, car , posséde la valeur propre 0, donc, ¢, ’est pas injectif.

Soit P € R,[X] tel que B,(P) =0 <— ZP( >pkn X)=0 < Vke[0,n], P(E)=0car

{pkn / k € [0,n]} est une famille libre.
P posseéde donc n+ 1 racines distinctes, comme d°(P) < n, P est le polynoéme nul. A1n81 Ker(B,) = {0}

<= B, est injectif, comme c’est un endomorphisme en dimension finie,

5. Soit r € N* et t € [0,1]. T, suit la loi binomiale %(r,t). On note T, = T, /r.
5.a) La variable aléatoire qui compte le nombre de succés d’'un événement de probabilité ¢ au cours de r
expériences identiques et indépendants suit la loi binomiale %(r,t).

() =1[0,r] ‘ et, | pour tout k € [0,7], on a P(T, = k) = (;)t*(1 — )" % = pg,(t) | en ef-
fet, on doit avoir k succés et r — k échecs au cours de nos r expériences et il faut choisir les rangs des k
succes parmi les r expériences.

n

5.b) Nous avons

— 1
5.c) |E(T,)=rt|, | E(T,) = ;E(Tr) = t| par linéarité de lespérance.

— 1 t(1—t
’V(Tr) =rt(L=1) | V(T) = 5V(T) = ( . ) ,E(T?) = V(T,) + (E(T;))? = rt(1 — t) + r*t* |d’apres
— 1 t1—t t 2
la formule de Huyghens, et, | E((T,)?) = —QE(TE) = ) +t2=-4+=(r—-1)|
T T T T

5.d) Pour tout t € [0,1] : Zp;w(t) = 1| car, T} est une variable aléatoire & valeurs dans [0, 7].

~ k ~ k k(= k —
Z ;pk,r(t) = Z —P(T, =k) = ;P (TT = > = FE(T,) =t |d’aprés la formule de transfert.




Ef, kTO(f)ka,At) - ;0 <f>2P<Tr=k)=k; (f)2P<Tf> .
= E((T;)?) = (1—i) tQ—I—%t

5.e) Les trois relations obtenues & la question précédente sont des expressions polynomiales en ¢ qui sont
identiques sur tout lintervalle [0,1], elles coincident donc en une infinité de valeurs, elles sont donc
égales. Ainsi, les trois égalités précédentes sont encore valables pour tout ¢ € R.

, en effet, Ro[X] est inclus dans R, [X], 0 € Ry[X] et Ro[X] est

6. ’Rg [X] est un sous-espace vectoriel de R, [X]
stable par combinaison linéaire.
De plus, nous avons, d’aprés la question précédente, si on pose Py(X) = X* pour ke€{0,1,2}, B,(P)(X) =

ZP0< >pkn X) =1€ Ry[X], B ZP1< >pkn X) = %pk,n(X) = X € Ry[X] et

k=0

By (P)(X) = kzn:_o (fl)ka,n(X) = (1 — n) X%+ aX € Ry[X].

L’image par B, d'une base de Ro[X] est dans Re[X], donc ’RQ [X] est stable par B, ‘

On note B, 'endomorphisme de Ry[X] induit par B, ; on rappelle que dans ce cas, pour tout P € Ro[X],

~

B, (P) = B,(P). On note A,, la matrice de BNn dans la base canonique de Ry[X].

10 0 1-1 0 0 L (1 00
7./A,=[l01 1 |={ 0 1-X 0 |+=]011 :<1—>Ig+ —H|
1 1 n n
00 11—+ 0 0 - 0 0O
100
8.8.a) H= [0 1 1| estune matrice triangulaire, son polynéme caractéristique est donc X (X — 1)2, 0 est
0 00
une valeur propre simple, son espace propre est donc de dimension 1, et 1 est une valeur propre double,
0 0O
etlerangde H—-1T = [0 0 1] est 1, donc, par théoréme du rang la dimension de ’espace propre
0 00
associé a la valeur propre 1 est 3 —rg(H — I) = 2,
1 0 a
8.b) Soit (a,b) € R%, [0 1 b , car c’est une matrice triangulaire qui n’a aucun 0 sur
0 01
sa diagonale.
1 0 0
8.c) On sait que, si on note £1 = (0|, By = | 1] et E3 = (0|, HE; = Ey et HEy, = E», or, pour
0 0 1

diagonaliser H, on prend une base de vecteurs propres pour Ms1(R), et @ la matrice de passage de la
base {E1, Ea, E3} a la base de vecteurs propres.

a 100 a 0
Il reste donc a trouver un troisieme vecteur X = | b | telque HX =0 < [0 1 1 bl=10
c 0 00 c 0
0
— { Z—:c _ g Wecc= 1 (d’aprés ce qui est demandé), on trouve que X = | —1 | est 'unique
1
solution. On prend donc F3 = X.
10 0
Ainsi, sion pose Q= [0 1 —1], alors, Q est inversible et Q 'HQ =D <= |H =QDQ'|
0 0 1

: . . 1 si t=7y
— 2 R
9. 9.a) nhrf (Ay) = I3, en effet, pour tout (i,7) € [1, 3]%, nhrf (An)ij { 0 si itj

9.b) 1 est linéaire, en effet,
Soit (M, M) € (M3(R))?, soit A € R,
YOAM + M) = QMM + MNQ ' = AQMQ™' + QM'Q~" = Mp(M) + (M.



9.c) v est une application linéaire de M3(R) dans M3(R), et ces deux espaces vectoriels sont de dimension
finie, donc, ¥ est continue.

Ainsi, si eliin (M) = M, alors, Jim L (QM,Q™ )zgliin (M) = (M) =QMQ ™|

9.d) Nous avons Q@ 14,Q = Q! [(1 — ) Is + H} Q= (1 — i) Q'L+ %QHQ_I.

Ainsi, |Q7A4,,Q = (1 - > I3+ D A,

9.e) Pour n > 2, pour £ € N, A = QD! Q™"

l .
. 1 . 1 . 1 si i=j
0y _ _ 1 L AV
Or, ££+moo(D") =D, car,0<1 < 1= ekinoo <1 n) 1, donc, é£+moo(D”)Z"7 { 0 si it)
pour n > 2.
Ainsi, pour n > 2, , lim (Afl) = QDQ ™! = H|d’aprés la question précedente.
—+00
9.f) Pour n >2, A" = QDrQ'.
1 si i=j#3 N .

Ainsi, lim (D7);; =% e ! si i=j=3 pourn>2 car (1 — > = exp (n In (1 — )) —

n—+00 . . n n n—+00

0 si i#]
e L.
10 0 10 0 1 0 0 1 00
En conclusion, lim (A")=Q [0 1 0 |Q'=(0 1 -1 01 O 0 1 1| d’aprésla
nree 00 ¢! 00 1/\00 et/ \o o1
question 9.c).
1 0 0 1 00 1 0 0

Dot,| lim (A))=|{0 1 —e 1] |0 1 1|=[0 1 1-et

noree 00 e/ \o o1 00 et

PARTIE 3. ANALYSE ET PROBABILITES

Soit n € N*. Pour f une fonction définie sur [0,1] a valeurs dans R, pour tout « € R on note :

Zf( )zakn

On reprend les notations de la question 5 avec = n. On remarque que dans ce cas, pour tout ¢t € [0,1], 0 a

n

F) = Ba(H)(t) = B(f(t) = f(Tn) = Y _(f(t) = F(k/n))prn(t).

k=0
1010.a) Soi Y une variable aléatoire discréte Y admettant une variance, d’apreés la formule de Huyghens, V(Y) =
E((Y - (E(Y))*) = E(Y?) - (E(Y))? 2 0, donc, E(Y?) > (E(Y))* < |E(Y) <|E(Y)| < VE(Y?)|

10.b) Pour tout t € [0,1], E ([t = T,|) < 4/ E ((t fﬁ)Q).

Or, E ((t — TTL)2> = B(t? — 2T, + TTLQ) =t2-2tE(T,) + E(T, ) = par linéarité de I’espérance, ainsi,
— 1 1 t—12 t(1-
E ((t — Tn)Q) =t> -2t + <1 — ) 2+ —t= = 4 2 d’apres la question 5.c¢).
n n n n
. _ t(1—1)
D’ot, | pour tout ¢ € [0,1], E (|t — T,|) < :
n

11 On suppose dans toute cette question que f est une fonction de classe C! sur [0, 1].

11.a) f’ est continue sur le segment [0, 1], ainsi, f” est bornée sur [0, 1], et ’il existe donc un réel My tel que‘ :
Vo € [0,1], [f'(z)] < M,
D’aprés I'inégalité des accroissements finis, | pour tout (a,b) € [0,1]%, |f(a) — f(b)] < M{|a — b]|.

Dans toute la suite de cette question, on suppose que My est un réel choisi de telle sorte que :

¥(a,0) € [0,1]%,  |f(a) = F(0)| < Ml —b];



11.b) Pour tout t € [0,1], comme, T,,(Q) C [0,1] (car T,(Q) C [0,n]), on peut donc appliquer I'inégalité
obtenue a la question précédente.

Ainsi, E(|f(t) — f(T,)|) < E(My|t — T,|) = MyE(|t — T,,|) par croissance puis, linéarité de l’espérance.
t(l—t
Ainsi, d’aprés la question 10.b), | E(|f(t) — f(T5,)|) < My ( - ) .

11.c) Pour tout t € [0,1], [f(t) — Bu(f)(t)] = |E(f(t) = f(Tn)| < E(If(t) = f(Tn]), en effet, pour tous
variable discréte Y admettant une espérance, |[E(Y)| < (|Y\) car si Y(Q) = {y; /i € I}, |E(Y)| =
ZyiP(Y =vy)| < Z]yi]P(Y = y;) = E(|Y|) puisque ZyiP(Y = y;) est une série absolument
icl iel
convergente.

Don, E (|f(t) — f(Tn|) < My
De plus, h : t +— t(1 —t) *t—t2>Oest dérivable sur [0,1], et /() =1 -2t =0 <= t=1/2, h est
croissante sur [0, 1/2] et décroissante sur [1/2, 1], donc, Vt E [0,1], 0 < h(t) < h(1/2) =1/4.
En conclusion, | pour tout ¢ € [0,1], |f(t) — B,(f)(t)| < .
/\/7
11.d) O tout ¢ € [0,1], [ £(¢) B(f)(t)\<Mf— indépendant de t et — 0,d

. n a pour tou ,1], n SN = ap avec ay indépendant de t et a,, 0, donc,

’ (Bn(f))nen+ converge uniformément vers f sur [0, 1] ‘
PARTIE 4. INTEGRALES

Soit f une fonction de classe C! sur [0, 1].

12. z+— By( Z f < ) Pk.n(2) est continue sur [0, 1] comme composée et somme de fonctions continues,

et, (Bn(f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

Donc, | lim (/Oan(f)(x) da:) :/OlnETmBn(f)(x) dx:/ol f(z)dz

n

. On note S,,( Zf( )

13.a)

13.b)

13.c)

1
Pour tout a € N* et b € N, on pose u(x) = 2%, v(z) = (1—2)°, v/(z) = ax® !, et, v(x) = —m(l z)bt,

u et v sont de classe C* sur [0, 1],

1 1 1
dou, | [Ca - ar = fulopo@) + 5 [ et ta-optae = [ aa
0

b+1 b+1
! 1
Pour tout n € N. Soit Py, la propriété : / prn(z)de = .
o n+1
L ! (1—pmtt
* Py est vraie, car /0 pon(z)de :/0 (1-t)"dx = [— o ]0 =1

* Supposons Py, vraie, et montrons que Py est vraie avec 0 < k+1 < n.

[ Ty A P,
7 = ‘1“ <’“ i 1> (n— k>(k(i+1)1!zzl k—1) k!(nn! k)l (Z>

O ke k-1 oW k 1
Aimsi,/0 <k+1>x RO da::/o <k>x (1—a2)"" d.%:m d’aprés Py.

[0,7] ‘, P est vraie,

* En conclusion,

1
n
c’est & dire que /0 <k> 2*(1 — )" dz est indépendant de k et vaut ﬁ .

Soit f une fonction de classe C! sur [0, 1],



: 1~k NS AYE . !
S Snlf) = M o2 0 S ()= 2] () [ pmsre= i ([ Buniorar) =

1
/ f(z)dzx | d’aprés les questions 12. et 13.b).
0

1
14. Si f est continue sur [0,1], | lim S,(f) :/ f(z)dz| car S,(f) est une somme de Riemann attachée a f
0

n——+00

fonction continue sur [0, 1].
15. Soit (a,b,c) € N3 tels que a +b < ¢ — 2.

a1l b
15.a) Soit x € [0, 1], la fonction g : u — W est continue par morceaux sur R .
u

De plus,

u®(zu)® xb xb
*six £0,9(u) ~ (zu) ~ ———avecc—a—>b>2>1, doncurr —— est intégrable

[1 [ u—~+00 uc u——oo Yc—a— uc—a—

sur |1, +o0|.

u(l
*sizx=0,g9u) ~ — ~ et c—a>b+2>1, donc, u— g(u) est intégrable sur [1, +o0].

u—+oo U u—+oo Y@

o0 42 (1 4 zu)®

Ainsi, |'intégrale / du est convergente |.
0

(14w
_ 0 (1 4 zu)®
15.b) Pour b > 1, |la fonction F : x — / Otar du est de classe C! sur [0, 1] | d’aprés le théoréme de
0 u
dérivation des intégrales a paramétre, en effet,
a(l b
* Pour tout v € Ry, z +— h(x,u) = W est de classe C! sur [0, 1].
u
a(l b
* Pour tout = € [0,1], u > h(z,u) = W est continue par morceaux et intégrable sur Ry, car
u

a+b<c-—2.
Cutbu(l+zu)t wbu(l 4 zu)’?

oh
* Pour tout 1 = = =
our tout « € [0, 1], u 8$(1‘7U) (1+u)e (1+u)°

est continue par morceaux.

* Domination :
h
T

a+l(q b—1 at+l(q b—1
Pour tout x € [0,1] et pour tout u € Ry, = ‘ u'™ (14 zu) < e e ) =

(1+u)° T (4w

p(u).
Et, ¢ est continue par morceaux, positive et intégrable sur R, d’aprés la question 15.a), car a+1 € N,
b—1eN ceNeta+1+b—-1=a+b<c—2.

15.c) |La fonction h: ¢t T—3 est de classe C! sur [0, 1[|, et h/(t) = 1(1__t ;;; = (1—1t)2 > 0
0,1 — [0, +o0]
pour t € [0,1].
h est donc continue et strictement croissante sur [0, 1], | elle est donc bijective de [0, 1] sur [0, 4o00] ‘
t +oo u®
15.d) On fait le changement de variable u = 1% dans Vintégrale F'(0) = /0 Atur dz, ceci est possible
, dt oo e
d’apreés la question précédente. Et, on a du = a—2 F(0) = /0 m dx converge.
. 1 (%)a 1 a 1 o
On obtient, F(0) = /O =/ i itt)2 — /0 (1—tt)a+2— dt = /0 £(1 — 1)e 270 d.

(1+ﬁ)
Nous avons a € N, et ¢ =2 —a € [0,c — 2], car ¢ —2 —a > b > 0, donc,

1
1 1 1 allc—a-=2)1 , | .
F(0) = /0 ﬁpa,c—z(t) dt = (6_2) o1 (c— 1) d’aprés la question 13.b).
a
a
+oo u®
Onaalors F(1) = / W dz, avec le méme calcul que précédemment en remplacant ¢ par c—b >
0 u



1 1 e—b—a—2)!
a+2 > 2 et avecc—b—a—2 > 0, on obtient F(l):/0 <c_b_2>pa,cb2(t)dt a(c(c_b_al)! )
a

PARTIE 5. SERIES DE FONCTIONS

Soit k € N*. Pour n € N, et ¢ € [0, 1], on note :

= { I si bien que f,,(t) = { (MtFA—t)F si n>k

0 si n<k, 0 si n<k.
_ .| (n n! nn—1)..(n —k+1) nk o ,
16. Soit k € N*, (k) = Hn k) X o EI car pour ¢ fixé entre O et k—1, n—i W
n.
Pour tout ¢ €]0, 1], on fait tendre n vers +oo, donc, pour n assez grand, n > k, ainsi,

n tk

jh@):l%“@)::<m>#%l_tybkniimTﬁG"_ﬂnkK1—tyf

17. Pour t fixé dans |0, 1], n% f,,(to) N 0, car - est fixé et nfT2(1—¢)" — 0 (par croissance comparée
n—-+0oo

0
k!(1—to) n—-+00

1
de W et (1 — t(])n)

o 1 1
Ainsi, fo(to) =0 <n?>’ or, Z 3 converge, donc, Z fn(to) converge pour tout g € [0, 1].

n>1
fn(0) = fn(1) = 0, donc, an(to) converge pour tg € {0;1}.

> fn converge simplement sur [0, 1] ‘

En conclusion,

o0
Pour ¢ € [0,1], on note S(t) = > _ ful(t).
n=0

“+oo
18. |S(0) = ;fn(()) =0|car,sin <k, fo(0)=0,sin>k>1, fr(0)= <Z>0k = 0.

(-

+oo
S(1) = an(l) = 1|, en effet k étant fixé dans N* si n < k, f,(1) = 0 et si n > k, fn(1)
n=0

0 si n=k
1 si n#k’

+o0
1 1
1919.a) u — ] est développable en série entiére et = Z u" sur | — 1,1[|
n=0

—u 1—u
1
19.b) u+— . est de classe C* sur son disque ouvert de convergence & savoir sur | — 1, 1], et,
400 ®) +00 . 1 (k) k!
pour tout u € [0, 1], nzzo[u ] :an(n—l)...(n—k—i—l)u = [1—u} :m.
car [’U,n](k) . 0 si k>n
"l nn—1)..n—k+Du"* si ke[o,n]
19.c) D’apreés la définition de f,, (fn(t) = 0 si n < k) et la question précédente, pour tout ¢ € [0, 1],
100 Lk k
t t k! 1
=Y —nn-1).(n—k+)1—-t)"F=_. =\
S() ;ck! n(n= b=k D0 =0 = g gy

19.d) Sila série ) f,, convergeait normalement sur [0, 1], elle convergerait uniformément sur [0, 1].
Par ailleurs, pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 1[ car k > 1 (en effet, f,, est continue sur |0, 1] et f,

est continue en 0 car k > 1), S serait donc continue sur [0, 1], or, S(0) =0 et lim S(¢) = lim — = 400}
t—0+ t—0t ¢

donc, Z fn ne converge pas normalement sur [0, 1] |




