CCP 2018 - Corrigé

Partie I - Quelques résultats généraux

L g —
1. UO =1let LO 200' = 1.
_ 2 (1)
U =(X2—1)et L = 211'U1 _2(2X) X. 1 1
Up=(X2-12=X4—2X241et Ly = 222|U22> 8(4X3 —4X) = §(12X2 —4) = 5(3)(2 —1).
k—1
. & Montrons par récurrence que, pour tout k € [0,n], deg(Ur(Lk)) =20 — ket cd(UM) = H(Zn —14) (HRy).
i=0
Initialisation : U,(lo) =U,=(X?-1)"=X>" 4 Z ( > )" F(X?)¥ est bien un polynome de degré 2n—0 ayant
pour coefficient dominant 1.
Hérédité : Soit k € [0,n — 1] et supposons H Ry, vérifiée.
k—1
Alors Ur(bk) est de degré 2n — k et a pour coeflicient dominant H(Qn — 1), donc il existe @ € Roy,_j—1[X] tel que
i=0
k—1
Uk = (H(Qn — z’)) Xk 4 Q,
i=0
donc
(k+1) (H 2n — ) 2n _ k)XQn_k_l + Q/
k
(HQ”—Z>X2nk1+ Q/
- ~~
N ER2y—k—2(X]
k+1-1
done US™) est bien un polynome de degré 2n — (k + 1) et de coefficient dominant ( H (2n — z)) X?7F 4+ Q. On
i=0

a bien HRy1.

Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout k € [0,n], U est de degré 2n — k et a pour coefficient dominant
k—1

[Te@n—i).

=0

1 ,
e Par suite, L, = Sl T(Ln) est de degré 2n —n = n et a pour coefficient dominant :
n.
n—1 2n
1 _ 1 .
“n = onpl H(2n—z) ~ 2l H !
1=0 1=n-+1
1 (2n)! (2n)!  [2n) 1
~2npl onl 2n(nl)2 on’
. La famille (Lo, ..., L,) est libre (degrés échelonnés) et elle est composée de n + 1 éléments de R, [X], espace vectoriel

de dimension n + 1, donc (Lo, ..., Ly) est une base de R, [X].

. @ Pour tout n € N*, U,, = (X? —1)" = (X — 1)"(X + 1)", donc U,, a deux racines, -1 et 1, de multiplicité n.
e Comme U, = (X% -1)", U}, =n(2X)(X?2 - 1)""1 =2n(X — 1)" (X + 1) 1(X —0), donc, en prenant A\ = 2n et
a=0¢€]—1,1], on a bien

U =XX-1)""'(X+1)"1X —a).

Remarque. Promis, je n’ai pas fait exprés de les déterminer, ils sont apparus tous seuls, comme des grands...
L’énoncé attendait certainement une autre méthode, que je vais mettre en oeuvre ci-dessous

e Comme -1 et 1 sont racines de multiplicité n de U, elles sont racines de multiplicité n — 1 de U},, donc il existe
Q € R[X] tels que
U =X -1)""YX+1)" Q.



Comme deg(U},) = deg(U,) —1=2n—1 et deg((X — 1)" "1 (X +1)""1) =2n — 2, on a deg(Q) = 1.
On a U,(1) = U,(-1) ou U, est continue sur [—1,1] et dérivable sur | — 1,1] (c est un polynome!), donc, d’aprés
le théoréme de Rolle, il existe a €] — 1,1] tel que U/ (a) = 0. Or, U/ (a) = (a —1)" " a+1)""' Q(a), donc on a

#0 car a#=+1

Qla) = 0.
Comme on a aussi deg(Q) =1 et Q(«) = 0, il existe A € R tel que Q@ = A(X — «) et on a donc

Up =MX =" H X +1)" (X —a).

5. Soit k € [1,n —1].
Supposons qu'’il existe des réels a7, ..., ar deux a deux distincts dans | — 1,1[ et un réel p tels que :

UR = (X —1)" H(X+1)" X —ay)- (X —ag).

On supposera de plus, quitte & renuméroter, que oy < --- < .

e Alors, comme —1 et 1 sont racines de multiplicité n — k > 1 de U,(Lk)7 -1 et 1 sont racines de multiplicité n — k — 1

de (UY = U™ | donc il existe donc Q@ € R[X] tel que U = (X — 1)n=F=1(X + 1)n—F+1Q.

e Comme deg(USF™) = 2n — k — 1 et deg((X — 1)"F=1(X 4 1)"F+1) = 2n — 2k — 2, on a deg(Q) = k + 1.

e Posons ag = —l et a1 = 1. Alorsona g < a1 < -+ < g < Q1.

Pour tout £ € [1,n + 1], ) est continu sur [@k—1, ], dérivable sur Jag_1,ax[ (polynome) et Uék)(ak_l) =
o) (=0).

Donc, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe 8 €]ag_1, ax| tel que (U(k)) (Br) =0« Ur(LkH)(ﬂk) =0.

On a de plus, par construction,

71:a0<61<a1<62<~~~<ak<6k+1<ak+1:1,

donc les réels (5;)1<i<k+1 sont deux & deux distincts.
e Pour tout i € [1,k+ 1], UF™(8;) = (B; = )™ 1(B: + 1)1 Q(5;), donc, comme UL (58;) = 0, on a Q(3;) = 0,
#0 car B;#=+1

et donc B; est une racine de Q.
e () est un polynome de degré k + 1 qui admet pour racines (distinctes!) 51, ..., Bk+1, donc il existe v € R tel que
Q=v(X—p1) (X — Brs1), et donc

UFEHD — (X —1)" P Y X +1)" X = B1) - (X = Bryr).

6. o Les questions 4 (initialisation pour k = 1) et 5 (hérédité pour k € [0, n—1]) permettent de démontrer par récurrence
que, pour tout k € [0,n], il existe des réels oy, ..., a, deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel py, tels que :

UP = (X = 1" X+ D)X —ar) - (X = o).

e En particulier, pour k£ = n, il existe des réels aq, ..., a, deux & deux distincts dans | — 1, 1] et un réel p,, tels que :
1 1
— (n) — _ 1" n—niy _ . —
L,= S U, S 'un(X DX 4+1D)TMX —ag) - (X —ag)
1

k(X —a1) - (X = an),

donc ag, ..., a, sont n racines distinctes de L,,, et toutes ces racines sont dans | — 1, 1[.
En les ordonnant, on a bien I'existence des réels —1 < z1 < --- < x,, < 1 tels que

n

Ln = ap, H(X - 33,')

i=1

car L, est de degré n et de coefficient dominant a,,.

Partie II - Etude des éléments propres de I’endomorphisme ¢
7. Pour tout P, @ € R[X], pour tout A € R,
AP+ Q)= (X?—1)AP+ Q)" +2X(A\P+ Q)
=(X2-1DAP"+ Q") +2X(\P' + Q') (linéarité de la dérivation)
= M(X? =P +2XP) + ((X* = 1)Q" +2XQ")
= 2o(P) +¢(Q),

donc ¢ est une application linéaire.
De plus, elle va de R[X] dans R[X] (énoncé), donc ¢’est un endomorphisme de R[X].



8. Pour tout P € R, [X], ¢(P) € R[X] et

deg(¢(P)) = deg((X? — 1)P” +2XP') < max((X? — 1)P”,2XP') = max(2 + deg(P"), 1 + deg(P"))
< max(2 + deg(P) — 2,1 + deg(P) — 1) = max(deg(P), deg(P)) = deg(P),

donc ¢(P) € R, [X].
R, [X] est donc bien stable par ¢.

Remarque. Pour rappel, deg(P + Q) max(deg(P), deg(Q)), avec égalité si deg(P) = deg(Q),
et deg(P’)deg(P) — 1, avec égalité si deg(P) > 1.

9. Soit M = (m; j)o<i j<n la matrice de ¢, dans la base canonique de R, [X]. Alors, Vj € [0,n], ¢(X?) = thjX

Or,
P(X") =¢(1) =0
P(X1) =2X
et, pour tout j € [2,n],0(X?) = (X2 - 1)j(j — )X 72 +2X; X!

=j( = DX = - DX+ 2jX7 = (G + 1)X7 - j(j - DX 2
Par identification, on a :

mo,0 :020(0+1) et Vi Z 1, mio =0
m1,1:2:1><2 et Vz’ZQ,mM:O
Vjel2,n], mj;=75(G+1) e Vi>j+1, m;;=0
donc M est bien triangulaire supérieure et, Vk € [0,n], my r = k(k + 1).
U+ s
Remarque. Pour tout (i,j) € [0,n]?, m;; =< —j(j —1) sii=j—2.

0 sinon

10. Comme M est triangulaire, ses valeurs propres se lisent sur la diagonale.
On a donc Sp(M) = {k(k+1), k € [0,n]}.
Enfin, pour tout k € N, (k+1)(k+2) — k(k+1) =2(k + 1) > 0, donc la suite (ux)ren est strictement croissante.
Les réels (k(k + 1))reo,n) sont donc deux & deux distincts, donc M admet n + 1 valeurs propres distinctes, et
M € My,11(R), donc M est diagonalisable, donc ¢,, est diagonalisable.

11. o Pour k =0, U = 0 et 2kXUj, = 0, donc (X2 — 1)U, — 2kX Uy, = 0.
e Pour tout k € [1,n], U] = 2kX (X2 — 1)k, donc (X? — 1)U} — 2kX Uy, = 2kX Uy, — 2kX U}, = 0.
e Pour tout k € [0,n], on a bien (X2 — 1)U], — 2kX U, = 0.

12. D’aprés la formule de Leibniz pour les polyndmes, en prenant la convention (habituelle) (Z) =0sik ¢ [0,n],

k+1
(X2 = 1)U *+D) = i (k i 1) (X2 - )@y E=d

- 1
=0

= ("5 Mo vwne (ST oe-ayepm + (K1) o -y

k+1—1
w3 (1) e ot

=0 car i>3
k(k+1
— (X2 = DU Lok + 1)xURD 4 Q%Uék)
k+1 k1 4
et (QkXUk)(k+1) = Z ( _ ><2kX)(i)(Uk)(k+1—z)
i
i=0

k+1
1 . .
= ("5 et (M) ey + 30 (1) ot @yt
0 1 = { _T/—/>2

=2k XU + (k+ 126007,



donc
(X2 = V)U}, — 2kXUR)*D = (X2 - )YUF 120k + DXUS 4 k(k + DHUP — 2exUFD — (k + 1)260 P
= (X2 - 1)U oxulF — gk + 1)UP.
Par suite, d’aprés la question 11,
(X2 - UM poxuMY — k(e + UM = (X2 - 1)UL - 26XU) B = (0) D = 0.
13. Pour tout k € [0,n], Ly € R, [X] (car deg(Ly) =k < n), Ly # 0 (car ay # 0) et

dn(Li) = p(UP) = (X2 = 1)U 4 oxuF+D S WUWM = k(k + 1)Ly,

donc Ly est un vecteur propre de ¢,, associé a la valeur propre k(k + 1).

14. e ¢,, est un endomorphisme de R,,[X] (de dimension n + 1) qui admet n + 1 valeurs propres distinctes, donc tous les
espaces propres de ¢, sont de dimension 1.
De plus, pour tout k € [0,n], Ly € Ejygpr1)(dn), donc Vect(Ly) C Eypt1)(dn) et, par égalité des dimensions,
Ek(k+1)(¢n) = Vect (Lk).
On a donc ’ Sp(¢n) = {k(k+1), k € [0,n]} et, pour tout k € [0,n], Eyi1)(¢n) = Vect (Ly). ‘
e Pour tout k € N, k(k + 1) € Sp(¢r), pour tout P € Vect (L) = Ej+1)(dx),

¢(P) = ¢u(P) = k(k +1)P,
donc P est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre k(k + 1).
On a donc {k(k + 1), k € N} C Sp(¢) et, pour tout k € N, Vect (Ly) C Ey41)().

e Réciproquement, soit A une valeur propre de ¢ et P # 0 un vecteur propre associé a A.
Soit n = deg(P). Alors

AP = ¢(P) = ¢n(P),
donc P est un vecteur propre de ¢,, associé a la valeur propre (de ¢,) A
Par suite, A € Sp(¢,), donc il existe k € [0,n] tel que A = k(k +1) et P € Eyy1)(dn) = Vect (Lg).
On a donc Sp(¢) C {k(k+1), k € N} et, pour tout k € N, Ej41)(¢) C Vect (Ly).
e Par double inclusion,

’Sp(gb) —{k(k+1), kEN} et VEEN, Eypan (o) = Vect(Ly). \

Partie III - Distance au sous-espace vectoriel R, [X]

15. e Pour tout P,Q € R[X], (P, Q) = / P(t)Q(t)dt existe car t — P(t)Q(t) est continue sur le segment [—1,1].
e Pour tout P,Q, R € R[ |, pour tout A € R,

1
((A\P+Q),R) :Ll(AP+Q)(t)R(t)dt
1
:/“APU () + QU R(t)dt

= )\/ P(t)R(t)dt —|—/ Q) dt (par linéarité de I'intégrale)

+(Q, R),

donc (-, -) est linéaire & gauche.
e Pour tout P, @ € R[X],

.Q)= [ PoQwit= [ QuPha-@.P).

donc (-, -) est symétrique.
e (-, -) est symétrique et linéaire & gauche, donc bilinéaire.
e Pour tout P € R[X],
1
.p)= [ Pz
—1
par positivité de l'intégrale (bornes dans le bon sens), donc (-, -) est positif.
e Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0.
Comme t +— P(t)? est continue et positive sur [-1,1] et —1 < 1,

PP_O<:>/ ))?dt =0 <Vt € [-1,1], P(t) =0.



16.

17.

18.

19.

Par suite, P a une infinité de racines, donc P est nul.
(-,-) est donc défini.
e (-,-) est donc bien un produit scalaire sur R[X].

Pour tout (P, Q) € R[X]?,
(6(P). Q) = / (= 1P (1) + 2P (1) Q0.

Posons u/(t) = (12 — 1)P"(t) + 2tP'(t), u(t) = (t* — 1)P'(t), v(t) = Q(t), v'(t) = Q'(t).

Comme u et v sont de classe C! sur [—1,1], on peut intégrer par parties et on a :

©(P)Q) = [ (= DP"(0) + 2P (0)Q(0)

-1

— [ - VP, - [ (- VPO ®d=- [ - 1P Har

—1 -1

=0

Cette derniére écriture étant symétrique en P et (), on obtient :

V(P,Q) € RIX]%, (4(P),Q) = (6(Q), P) = (P,¢(Q))-

par symétrie de (-, )
Soit k et n deux entiers naturels distincts. On a :

k(k+1)(Ly, L) = (k(k + 1)Ly, L,) (linéarité & gauche)
=(¢(Lk), Ln) (car Ly € Ey(11)(0))
= )
= (L

Ly, ¢(Ly)) (d’aprés la question précédente)

;n(n+1)Ly,) (car L, € Rn(n+1)(¢))
n(n + 1){Lg, L,) (linéarité a droite),

donc (k(k + 1) — n(n + 1)){Lg, L,) = 0, donc (Lg, L,) = 0, car, comme (k(k + 1))gen+ est une suite strictement
croissante (cf. question 10), k(k + 1) #n(n +1).
La famille (L, )nen est donc bien orthogonale pour le produit scalaire (-, -).

Soit n € N*.
Comme (Lo, ..., L,_1) est une base de R,,_1[X] (cf. question 3), pour tout P € R,,_[X], il existe n réels ag, - an_1
n—1
tels que P = Z a;L;. Par suite,
i=0
n—1
Ln) = <Z a;Li, Ln>
i=0
n—1
= Z a;{L;, L,) (linéarité a gauche)
i=0
n—1
= 0 (car, pour tout ¢ € [0,n — 1], ¢ # n et d’aprés la question 17)
i=0
e Soit k et n deux entiers naturels distincts. On a :

(O, Qn) = 2k2—|—1 /2n2+1<Lk7L -

donc la famille (Q,)nen est orthogonale pour le produit scalaire (-, -).

e De plus, pour tout n € N,
2n+1 2n+1 2
- Ll = v/ =
||Qn|| homogénéité 2 ” nH 2 2n+1

donc (@Qn)nen est une famille orthonormale pour le produit scalaire (-, -).

e De plus, pour tout P € R[X], en posant n = deg(P), il existe ay, ..., a,, tels que P = Z a; L; = Z <ai n2+ ) Qi,
i=0 i=0

donc la famille (@, )nen est génératrice de R[X].

Comme elle est de plus libre (car orthogonale), c’est une base de R[X].

. ’ (Qn)nen est donc une base orthonormale de R[X] pour le produit scalaire (-, -). ‘




20. Soit n € N.
e R, [X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R[X].
Donc, d’aprés la caractérisation par la distance du projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension finie,
il existe un unique polynéme 7T, € R,[X] tel que : d(P,R,[X]) = ||P — T,|| et T, est le projeté orthogonal de P sur
R, [X].
e D’aprés le théoréme de Pythagore,
1PI2 = IZll? + 1P = Tl

donc

d(P,Ry[X])* = | P = T[* = || P - | T2

n 2

> (P, Qu)Qx

k=0

=||P|I* - (caractérisation du projeté orthogonal dans une base orthonormée)

n

= |P|> = > (P,@Qx)* (car (Qx) est une famille orthonormale)

k=0
n

=PI =Y (ex(P))?,  ouen(P) = (P,Qu).

k=0

21. e On a, pour tout n € N, Z(Ck(P))Q = ||P||? — d(P,R,[X])* < ||P|>.

k=0
n

e De plus, la suite (Z(ck(P))2> est croissante, donc elle converge (croissante et majorée par ||P||?).
neN

k=0
+oo

e Par suite, la série > (cx(P))? converge et Z(Ck(P))Q <P
k=0

Remarque. Je pense que la preuve ci-dessus est celle attendue, mais il y a plus simple et on aboutit en plus & un
résultat plus précis...
Soit P € R[X]. Posons n = deg(P).

2k +1

2
D’ott Y (c(P)? converge (car (ci(P))? est nul au-dela d’un certain rang) et

Alors, pour tout k > n, (P,Qy) = (P, L) = 0 (d’aprés la question 18)

+oo n n
> (ex(P))? =) (ex(P))® =Y (P.Qw)* = |IP|”
k=0 k=0 k=0

car (Qr)o<k<n €st une base orthonormée de R, [X].

Partie IV - Fonction génératrice

Les racines du trinéme X2 — 2X — 1 sont

doncr=r; etonar>2.
22. Soit z € [—1,1].
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, |L,, (z)| <" (HR;,)
Initialisation : Lo(z) =1 et r° = 1, donc on a bien H Ry.
|Li(z)| = |z| et r* = r, donc, comme 7 > 2 et |z| € [0,1], on a bien |Li(z)| < r!. On a bien HR;.
Hérédité : Soit n > 1 et supposons H Ry, vérifiée pour tout k < n.



Alors,

Conclusion :
23. Soit x € [-1,

1
Pour toutte]— [

Or, rt € [0,

Z Ly ()

n>0

11
Par suite, } —— = { est inclus dans le disque ouvert de convergence, donc R(x) > —.
rr

+oo
24. Syt Y
=0

(2n+ 1)aL,(x) —nL,—1(x)

|Lyi1(2)| = ] (d’apreés la relation admise)
(2n + Dlaf- |Ln S— )1| +nlEn1 ()] (inégalité triangulaire)
< (2n + lr)Lr:_i—nr" : (car |x| <1 et d’aprées HR,, et HR,,_1)
= 2n+1r”+ N pn-t <o 4 pnlt
n+1 n+1

=" 2r+1)=r""42 (car r? — 2r — 1 = 0)

=" On abien HR, .

1.
1

r’r
| L ()t < r™t™ = (rt)".

1], donc la série géométrique Z(rt)" converge, donc, par comparaison, Z |L,(z

n>0 n>0

t" converge absolument, donc ¢ est dans le disque ouvert de convergence.

S =

D’ou, par récurrence, pour tout n € N, |L,, (z)] < r™ (et ce pour tout x € [—1,1]).

)t"| converge, donc

11

L, (z)t" est de classe C* sur son disque ouvert de convergence, donc en particulier sur ] —— = {
rr

11
De plus, pour toutte}— [,

donc

7’ r

ZnL o)t

+oo

(1= 2ta + ) S, (1) + (t — 2)Sy(t) = (1 — 2tw +17) Y nL,(z)t" " + (t—x)ZLn(x)t

n=1
+oo

+oo
= Z nLy (x)t" 1 Z 2nx Ly, (z)t" + Z nLy (x)t" T+ Z Ly (z)t" ! — Z x Ly (z)t"

n=0

- Z(n + 1)Ly (x Z ona Ly, (2)t" + Z(n — 1)Ly ()t + Z Ln_1(z)

n=1

+oo
" — Z x L, (z)t"

n=0

+00
( )+ Z n+ 1)Ly (z ) Z 20 Ly, <Z(n — 1)Ly (z)t" — 0)

+ Z L1 (x)t" — (xLo(x) + Z aan(a:)t">
n=1

= Ly(z) — xLo(x) + Z ((n+1)Lpi1(x) = 2naLly(z) + (n — 1) Lp—1(z) + Lp—1(x)

+oo
=z—x+ Y ((n+1)Lnj1(z) — (20 + 1)Ly (2) + nL,_(z)) t"

n=1

=0 d’aprés la relation vérifiée par L,

:O7

donc S, vérifie bien I'équation différentielle : (1 — 2tz + t?)y’ + (t — )y = 0.

25. e Pour tout

11
x € [-1,1], pour tout t € -

1 2 )
20t] <2-x1=> < 1<1+¢2
T T car r>2

— L, (x))t"



donc 1 — 2tz +t%2 > 0.
Par suite,
t—x

1—2tz+t2)y + (t — 0oy +——" _y=0.
( T+ )y 4+ (t—2)y VT eV

t— 1
Une prlmltlve de t — m est t — 5 ln(l — 2tz —+ tQ) (car 1 -2tz + t2 > 0)
Les solutions de I’équation homogene (1 — 2tz + t2)y’ + (t — 2)y = 0 sont donc de la forme :
1 C
trs Cexp [ —=In(1 — 2tz +t* ) =
p( 2 ( ) V1—2tx + 2

11
e S, est une solution de (1 — 2tz + )y’ + (t — 2)y = 0 sur } o [, donc il existe C' € R tel que :
11 C
Vte]_,[, Sult) = ——2
ror V1 —2tx + 2
C
Enfin, S,(0) =Ly =1,donc —==1&C =1.
V1
e On a donc bien,
11 = 1
Vre[-1,1], Vte |-, -], J O L —
| ] } 7’7’[ n;) (@) Vi =2zt +1

11
26. e En prenant t =0 € } -, = [ dans ’égalité obtenue en 25, on obtient
T r

Ve e [-1,1], Lo(x)=1,

donc Ly — 1 a une infinité de racines (tous les éléments de [—1,1]), donc Ly — 1 =0, donc Ly = 1.
e En dérivant la relation obtenue en 25, on obtient :

+oo
11 2(t — x)
Ve e[-1,1], Yte |——, -, nL,(x)t" = — )
| ] } r 7“{ nz_:l (=) 2(t? — 2zt + 1)Vt? — 2xt + 1

11
En prenantt:OE]—,[,on obtient
rr

—2
Ll(I) = 7756 =,
donc le polynome L; — X a une infinité de racines (les éléments de [—1,1]), donc Ly — X =0, donc Ly = X.

e En dérivant une seconde fois, on obtient :

+oo
11
Vo e [-1,1], Vt € ] o [, Z n(n — 1)L, (x)t""? = ... (calcul inutile, on veut juste l'idée)
n=2

11
En prenanttzOG]—,[,on va obtenir
rr

2L5(x) = 3% — 1(vu ce que I'on a obtenu en question 1),

donc le polynéme 2Ly — 3X?2 + 1 a une infinité de racines (les éléments de [—1,1]), donc 2Ly — 3X% + 1 = 0, donc
1
Ly = 5(3X2 —1).

Partie V - Expression intégrale des polynémes de Legendre

27. Soit t €] — 1, 1].
Pour tout u € [—m, 7],

n
|vn (w)]| = |¢]"| cos 8 + isinf cosu|™ = |t|”\/cos2 6 + sin” 0 cos2 u
n
< |t"Vcos2 6 +sin® 6 = [t|" x 1™ = |t|",

done |Jun||55™™ < |¢|".
Or, Z [t|™ converge (géométrique de raison [¢| € [0, 1]), donc, d’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes
n>0
positifs, Z |vn || 2™ converge.
n>0
La série de fonctions Z vy, converge donc bien normalement sur [—m, 7).
n>0



28. e Pour tout u € [—m, 7],

—+oo +oo
1
nz::ov (u) ;::0( 008 + it sinf cos u) 1 —tcosf —itsinfcosu

(série géomeétrique de raison ¢ cos 6 + it sin 6 cosu de module [¢| < 1).

e Pour tout n € N, v,, est continue sur [—m, 7| par opérations sur les fonctions usuelles.

La série de fonctions Z v, converge normalement, donc uniformément, sur [—m, 7).
n>0

On peut donc intervertir série et intégrale et :

Ji:ww (Q)t"—lf/ﬂv(u)du—l ﬁiov(u)du—l/ﬂ du
— " _27rn:0 e C2r " 27 ) .1 —tcos —itsinfcosu’

~T n=0 -

s
Cosu . s . .
29. ——————du existe comme intégrale d’une fonction continue sur un segment.
o 1+ a?cos?u

Posons le changement de variable affine v = 7 — u. on a dv = —du et
/7r cosu /0 cos(m — v) (—dv) /Tr —cosv /7r cosu
—————du = —dv) = ——————dv=— —————du,
o 14+ a?cos?u = 1+ a?cos?(m —v) o l+4+a?cos?v o 14+ a?cos?u

™ ™
donc 2/ &du =0, donc / &du 0.
o 14+ a?cos?u o 14+ a?cos?u

w/2 du
30. / —— —— existe comme intégrale d’une fonction continue sur [0, 7 /2].
0 1+ a®cos®u

Posons le changement de variable u = arctan(v) < v = tan(u).
Ce changement de variable est de classe C! strictement croissant sur [0, 7/2[, donc il réalise une bijection de [0, /2|

1
0 . De plus, du = ——dv.
sur [0, +ool. De plus, du e v
/2 dU
Enfin, / ——— 5 converge, donc, en effectuant ce changement de variable, on obtient :
o l+a®cos?u
dv
/”/2 du /+°° 140?
o 1+a?cos?u o 1+ a?cos?(arctanv)
dv
+oo T
1+ U2 ( 1
= —————— (car cos(arctan(v)) = ———)
/0 1+ a? L V1+v?
1402
/+°° dv /+°° 1 1 p
— R ————————r ’U
11 02 2 1 2 2
0 +ve+a 0 +a 14 v

1+ a2

1 1 1
{\/ 1 4+ a2 arctan (

+oo
= — d:
1+a2/0 ; ( B )2” 1+a?
+

V14 a?

+oo

e,

T 1
2V1+a2

31. e Pour tout t €] — 1, 1], pour tout 6 € [0, 7],

4 du 1 T du
= tcosf| < 1,d 1—tcosf >0
/ﬂlftcosﬁfitsinﬁcosu 17tcosﬁ/ tsin 6 (car [tcosf] <1, donc cos§ > 0)

oy

Z(l—t0089>cosu
L4 tsinf

1 /“ ! 1—tcosf cosud

TTteosf ) rm0 V7
——— | cos?u
1—tcosf

1 g 1 . 1 tsinf 4 oS U
= . 5 du+1 ; 3 du (%)
1—tcosf J_, tsin 6 1—tcosf1—tcosf J_,. tsin 6
1 ( ) cos? u 1 ( > cos? u

u

1—tcosf 1—tcosf



T Cos U cosu
e D’aprés la question 29, pour tout a > 0, / —— 5 du =0, donc, comme u — —————— est paire,
o l4+a?cos?u 14 a®cos*u
T cosu " cos u
_» 1+ a“cos?u o l4a*cos*u
D’aprés la question 30 tt>0/ﬂ/2 ' =T _L 4 - ! ¢
e D’aprés la question 30, pour tout a , —————du = - ———=, donc, comme u ———— es
' P d P o 1+a2cos?u 21+ a2 14+ a?cos?u
paire,
/”/2 cosu 2/”/2 cosu 1
—_——du = U =TT .
—r/2 1 +a%cos?u o l+4+a?cos?u V1+a2
Enfin, u — est m-périodique, donc

1+ a?cos?u

i cos u 0 cos u T cosu
5 du= — 5 du+t — 5 du
= 1+ a®cos?u _» 14+ a*cosu o l4a*cos®u

/2 Cos u /2 cosu
- T 2ot T 2 ooz g U
x/2 1+ a”cos®u _n/2 L+ a®cos?u

/2 cosu 1
:2 7d :2 —
/7,/2 1+ a2cos?u Y 7T\/1—|—7a2

a+T b+T
car si f est T-périodique, alors pour tout a,b € R, / ft)ydt = / ft)dt.
a b

tsinf

— >0 (car |[tcosf| < 1), et en réinjectant dans (x), on obtient :
0 (car Jtcosf] < 1), j ()

e Alors, en posant a =
T

/7r du 1 /’T 1 duti 1 tsind cosu
= u 1 U
- 1—tcosf —itsinfcosu 1—tcosf J_. 1+ a2cos?u 1—tcos@1—tcosh J_. 1+ a?cos?u

=0
1 1

= 1 ‘9277

—tcos " tsin@ 2

1—tcosf
1

=27

\/(1 —tcosf)? +t2sin? @

1

=27

V1= 2tcosf + 2

32. Soit 6 € [0, 7].
1

VitZ —2tcosf + 1

+o0
11
x = cos() € [—1,1], donc, pour tout ¢t € ], — [, Z L(cos0)t" = d’aprés la question 25.
rr
n=0
D’aprés les questions 28 et 31, pour tout t €] — 1, 1],

g du 1

+o0 1
> wa (0" = o— — - :
— 27 J_r 1 —tcosf —itsinfcosu t2 —2tcosf + 1

1
s
Vit?2 —2tcosf + 1
VneN, Ly(cos)=w,(0).

11
e D’ou, par unicité du développement en série entiére de ¢ — ur } —-=, = [ Cc]—-1,1,ona:
rrTr

33. Par suite, pour tout « € [—1,1], en posant 6 € [0, 7] tel que cos@ = x, on a, pour tout ¢ €] — 1,1],

1 1
V2 —2xt+1 12 —2tcosh + 1

+oo
= Z wy(0)t"  (d’aprés les question 31 et 28)
n=0
+oo
= Z L(cos@)t™ (d’aprés la question 32)
n=0
—+o0
= Z L,(z)t" (par définition de 6).
n=0

10



34.

e D’apreés la question précédente, on a R(x) > 1.
e Supposons R(z) > 1.
+oo

Le rayon de convergence de z € C +— Z L, (x)z" est R(z) > 1.
n=0

Le rayon de convergence de z € C — 2% — 2zz 4 1 est 400 (c’est un polynome, que l'on voit comme une série entiére).
2

+oo
Par produit de Cauchy de séries entiéres, z + (22 — 2tz + 1) (Z L, (x)z" | est une série entiére de rayon de conver-
n=0

gence > R(z), donc il existe une suite (by,)neny € R™ (comme somme et produit de nombres réels dans le produit de
Cauchy) telle que,

+oo 2 +oo
Vz € C tel que |z| < R(x), (2% —2zz+1) <Z Ln(x)zn> = Z bp2™.
n=0 n=0

+oo 2 +oo
En particulier, pour tout t €] — R(z), R(z)[, (t* — 2t + 1) (Z Ln(a:)t") = Z bnt".
. ) n=0 n=0
Or, pour tout ¢ €] — 1, 1], (t* — 22t + 1) (Z L,(z)t"™ | =1 d’aprés la question précédente.
n=0

Or 1 est son propre développement en série entiére, de rayon de convergence 400, donc, par unicité du développement

+oo 2
en série entiére sur | — 1,1[ de t — (t* — 2zt + 1) (Z Ln(x)t"> ,on a
n=0
bp=1 e Vn>1,b,=0.

400 2

On a donc, pour tout z € C tel que |z| < R(z), (2 — 2x2 + 1) <Z Ln(m)z”> =1.
n=0

Or, en posant z = cos @ (possible car x € [~1,1]), 22 — 22z + 1 = 0 a pour solutions :

2cos 0 + 2isind i0
= Y = e

5 et 2z =€ (car A =4cos?(h) —4 = (2isindh)).

Z1

+oo 2
Par suite, pour z = ¢, on a |z| < R(x) (car on a supposé R(x) > 1) et (2% — 2xz + 1) ( E Ln(x)z"> = 0.
~—_——

-0 n=0

C’est exclu, donc, par absurde, R(z) < 1.
e On a donc R(z) <1 et R(x) > 1, donc R(z) = 1.

Partie VI - Application & ’approximation d’intégrales

35.

36.

Montrons par récurrence que, pour tout n > 2 “si f est une fonction de classe C"~! sur R & valeurs dans R telle qu’il
existe n réels a; < --- < ay, tels que Vi € [1,n], h(ey) = 0, alors il existe un réel ¢ tel que f*~Y(c) = 0" (HR,,)
Initialisation Pour n = 2, f est supposée continue et dérivable sur R, donc sur [ay, as]. En appliquant le théoréme
de Rolle, on obtient I’existence de ¢ €]ay, as[C R tel que f1)(c) = 0. On a donc bien HR,.

Hérédité : Soit n > 2 et supposons H R,, vérifée.

Soit alors une fonction f de classe C™ sur R et aq, ..., 41 7 + 1 réels en lesquels f s’annulle.

Alors, en appliquant le théoréme de Rolle & f sur chaque intervalle [o;, a;41], on obtient 'existence de n réels distincts
B1 < -+ < B, en lesquels f’ s’annulle, avec f’ fonction de classe C" 1.

En appliquant HR,, & f’, on obtient I'existence d'un ¢ € R tel que (f')*~D(c) = 0, et donc f((c) = 0.

On a bien HR, 11.

Conclusion : La propriété est donc établie par récurrence.

Par suite, pour tout n € N*, 2n > 2, donc on a H Ry, qui n’est autre que la propriété & démontrer.

Soit (a1, ..., an) € R™.
n

Si Z a;l; = 0, alors, pour tout P € R,,_1[X], Zaiéi(P) =0.
i=1

i=1
n

Soit, pour tout j € [1,n], P; = H(X — ;) € Ry_1[X] et

i=1
1#]

Zal&(Pj) - Zai Pj(x’b) = aij(xj)’
i=1 i=1

=0 si i#j

11



37.

38.

39.

40.

41.

donc, comme Zai&(P) =0, on a ajP;(xz;) =0, donc a; = 0 car Pj(z;) = H (xj — ;) # 0 (car les z; sont deux a
i=1 sl e
i#j 70
deux distincts).
Ceci étant valable pour tout j € [1,n], on a bien la liberté.

La famille (¢4, ...,4,) est donc libre.
De plus, elle est formée de n éléments de L(R,,_1[X],R), espace vectoriel de dimension n, donc c’est une base de
L(R,—1[X],R).

Par suite, pour toute application linéaire 1) de R,,_1[X] dans R, il existe un unique n-uplet (81,...,5,) de réels tel
n
que : Y = Zb’kﬁk.
k=1
p:PeR,1[X]— / t)dt est une application linéaire (par linéarité de I'intégrale) de R,,_1[X] dans R.
Donc, d’apreés la question précédente, il existe un unique n-uplet (a1, ..., a,) de réels tel que ¢ = Z aply, ie
k=1

VP e R,—1[X], /_ P(t)dt = p(P) = zn:akfk(P) =a1P(zy) + -+ a,Px,).

e Pour tout P € Ry, _1[X], il existe un unique couple (@, R) avec deg(R) < deg(L,) = n tel que P = QL, + R.
De plus, comme QL,, = P — R ou deg(L,) = n et deg(P — R) < 2n —1, on a deg(Q) <n —1, donc @ € R,_1[X].
Alors, en reprenant le n-uplet (av,...,ay,) trouvé a la question précédente, on a :

[ t)dt = /Q dt+/11R(t)dt

=(Q, L) + / R(t)dt (par définition du produit scalaire introduit en partie III)

=0 +/ R(t)dt (d’aprés la question 18 avec @ € R,,_1[X])

= R(x1) +---+apR(z,) (car R € R,—1[X])

et, comme pour tout ¢ € [1,n], P(z;) = Q(z;) Ln(x;) +R(x;) = R(z;), on a bien
——
=0

1
/ Pt)dt = oqR(x1) + -+ anR(zyn) = 0n P(x1) + - + an Pxy,).
~1

e Soit ¢ : P € Rop_1[X] = (P(21,...,P(zy), P'(21),..., P'(x4)).

C’est une application linéaire (dit dans ’énonceé).

Soit P € ker(yp). Alors, pour tout ¢ € [1,n], P(z;) = P'(x;) =0, donc x; est une racine au moins double de P.
Compteées avec multiplicité, P admet donc au moins 2n racines, donc, comme P € Ry,,_1[X], on a P = 0.

@ est donc injective.

e D’aprés le théoréme du rang, on a alors

dimIm¢p = dimRy,,_1[X] — dimker ¢ = 2n = dim R*"

et Imp C R?", donc Img = R?" et ¢ est donc surjective.
e  est injective et surjective, donc bijective.
e Par suite, pour tout P € Ro,_1[X],

. P(:L’Z) = f(mz) - ’ /
<VZ € [[17n]]’ {P/(ZL'Z) _ fl(xi) ) ~ QO(P) - (f(xl)v . 'af(zn)’f (1‘1),. . '7f (In))
& P= (p_l(f(xl>7 . ',f(l‘n)a f/(‘rl)a .. ~7fl($n))a

ce qui assure l’existence et 'unicité de H,.
Soit z € [—1,1] tel que : Vi € [1,n], z # ;.

Soit g : t € [~1,1] = f(t) — Hu(t) — /2;7(5))'2 y (2n)!

12



42.

43.

n

g est bien définie car A, (z) = H (x — ;) #0.
——

i=1
#£0
Oun renumeérote (x1,...,%n,x) en (yY1,...,Yn+1) de telle sorte que y; < -+ < Ynt1-
Alors, comme
=0
2
) B Ay () B
— Vi€ [Ln] glw) = fle) — Hulw) - Z5EE x K =0
—_—— !

=0
Ap(x)? (2n)!

on a g(y;) = 0 pour tout i € [1,n + 1].

g est de classe C*" sur [—1, 1], donc, comme n > 1, g est continue et dérivable sur [—1, 1], donc sur [y;, y;+1] pour tout

i€ [1,n].
D’aprés le théoréme de Rolle, appliqué sur chaque intervalle, il existe n réels £, ..., 5, tels que
Y1 <B1<y2<...<fBn<ynt1 et ¢ (B) pour tout i € [1,n].
Par construction, la famille 81,..., By, x1,...,2,) est formée de 2n éléments de [—1, 1] deux & deux distincts.
De plus, pour tout i € [1,n],
— g (Bi)=0
=0
!

— et g'(z;) = f'(2:) — H}\ (i) — e K =0

donc ¢’ s’annule (au moins) 2n fois sur [—1, 1] et, comme

— f" est de classe C?>"~! sur [—1,1] (car f est de classe C*")

— et H], A, et A, sont de classe C* (ce sont des fonctions polynomiales),

g’ est de classe C?"~1 sur [—1,1].

D’ow, d’apres la question 35, adaptée sans difficulté & une fonction de [—1,1] & valeurs dans R, il existe ¢ € [—1, 1] tel
que (¢)2D(c) = 0 & g2(c) = 0.

2\(2n)
Or, g(2n) _ f(2n) _ HT(L2n) _ (47) K, ot
(2n)!

— HP™ =0 car H, € Ryp_1[X]

— et (A2)?") € Ry[X] (car deg(A2) = 2n), et une récurrence similaire a celle de la question 2, poussée jusqu’a
k = 2n, donne AY™ = (2n)!,

donc g®™(c) = ") (c) — K, et donc

Ay (z)?
(2n)!

(2”)!2 (f(z) = Ho(z)) = f®(c) & f(z) = Ha(x) +

K=& WS

£ (e).
Pour tout y € [-1,1],

— si y # xy, alors c existe d’aprés la question précédente

— siy =z, alors f(y) — H,(y) =0 et A,(y) =0, donc ¢ quelconque dans [1, 1] convient.

e f(>") est continue sur le segment [—1,1], donc elle est bornée et atteint ses bornes sur [—1, 1],

donc Mo, (f) = t€11[17a1xl] | £ (4)| existe.

e Reprenons H,, comme a la question 40. Alors
1 1 1
‘/ f@®)dt — (eif(x1) + -+ oznf(mn))’ = ‘/ ft)dt — / Hn(t)dt‘ (d’aprés la question 39 avec H,, € Rg,_1[X])
—~1 —1 —1

_ ‘/_11 £(t) — Hn(t)dt‘

Or, pour tout ¢ € [—1, 1], il existe ¢; € [—1,1] tel que

donc, par positivité de intégrale (avec —1 < 1),

X M2n(f)a

1

' / 11 o)t = sflo0) + -+ anflon))| = | [

-1

< /_ 1 ?gff))szn(f)dt: Menlf) / An(t)*dt.

F(t) - Hn<t>dt\

13



44. Par définition de A,

(admis en question 9)

1 a? 7,212n+1
n\ 4n 5l
2n (n')4 2 2n (g) m v li . ny"
= (@n))22n £ 1 ~ o\ - n (Stirling : n! ~ (e) 27n)
(%) vemn
on 40?1 o

2ndrpn  4n”
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