CCP 2018 - Corrigé

Partie I - Quelques résultats généraux

L g —
1. UO =1let LO 200' = 1.
_ 2 (1)
U =(X2—1)et L = 211'U1 _2(2X) X. 1 1
Up=(X2-12=X4—2X241et Ly = 222|U22> 8(4X3 —4X) = §(12X2 —4) = 5(3)(2 —1).
k—1
. & Montrons par récurrence que, pour tout k € [0,n], deg(Ur(Lk)) =20 — ket cd(UM) = H(Zn —14) (HRy).
i=0
Initialisation : U,(lo) =U,=(X?-1)"=X>" 4 Z ( > )" F(X?)¥ est bien un polynome de degré 2n—0 ayant
pour coefficient dominant 1.
Hérédité : Soit k € [0,n — 1] et supposons H Ry, vérifiée.
k—1
Alors Ur(bk) est de degré 2n — k et a pour coeflicient dominant H(Qn — 1), donc il existe @ € Roy,_j—1[X] tel que
i=0
k—1
Uk = (H(Qn — z’)) Xk 4 Q,
i=0
donc
(k+1) (H 2n — ) 2n _ k)XQn_k_l + Q/
k
(HQ”—Z>X2nk1+ Q/
- ~~
N ER2y—k—2(X]
k+1-1
done US™) est bien un polynome de degré 2n — (k + 1) et de coefficient dominant ( H (2n — z)) X?7F 4+ Q. On
i=0

a bien HRy1.

Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout k € [0,n], U est de degré 2n — k et a pour coefficient dominant
k—1

[Te@n—i).

=0

1 ,
e Par suite, L, = Sl T(Ln) est de degré 2n —n = n et a pour coefficient dominant :
n.
n—1 2n
1 _ 1 .
“n = onpl H(2n—z) ~ 2l H !
1=0 1=n-+1
1 (2n)! (2n)!  [2n) 1
~2npl onl 2n(nl)2 on’
. La famille (Lo, ..., L,) est libre (degrés échelonnés) et elle est composée de n + 1 éléments de R, [X], espace vectoriel

de dimension n + 1, donc (Lo, ..., Ly) est une base de R, [X].

. @ Pour tout n € N*, U,, = (X? —1)" = (X — 1)"(X + 1)", donc U,, a deux racines, -1 et 1, de multiplicité n.
e Comme U, = (X% -1)", U}, =n(2X)(X?2 - 1)""1 =2n(X — 1)" (X + 1) 1(X —0), donc, en prenant A\ = 2n et
a=0¢€]—1,1], on a bien

U =XX-1)""'(X+1)"1X —a).

Remarque. Promis, je n’ai pas fait exprés de les déterminer, ils sont apparus tous seuls, comme des grands...
L’énoncé attendait certainement une autre méthode, que je vais mettre en oeuvre ci-dessous

e Comme -1 et 1 sont racines de multiplicité n de U, elles sont racines de multiplicité n — 1 de U},, donc il existe
Q € R[X] tels que
U =X -1)""YX+1)" Q.



Comme deg(U},) = deg(U,) —1=2n—1 et deg((X — 1)" "1 (X +1)""1) =2n — 2, on a deg(Q) = 1.
On a U,(1) = U,(-1) ou U, est continue sur [—1,1] et dérivable sur | — 1,1] (c est un polynome!), donc, d’aprés
le théoréme de Rolle, il existe a €] — 1,1] tel que U/ (a) = 0. Or, U/ (a) = (a —1)" " a+1)""' Q(a), donc on a

#0 car a#=+1

Qla) = 0.
Comme on a aussi deg(Q) =1 et Q(«) = 0, il existe A € R tel que Q@ = A(X — «) et on a donc

Up = MX = 1)"H (X +1)" (X —a).

. Soit k € [1,n —1].
Supposons qu'il existe des réels aq, ..., a deux a deux distincts dans | — 1,1[ et un réel p tels que :

UF = (X =) F X+ )" F(X =) (X —ap).

On supposera de plus, quitte & renuméroter, que a; < -+ < ay.

e Alors, comme —1 et 1 sont racines de multiplicité n — k > 1 de UT(Lk), -1 et 1 sont racines de multiplicité n — k — 1
de (Ur(lk))’ = U™ donc il existe donc Q € R[X] tel que Uit = (X — 1)k X + 1)n—kHLQ.

e Comme deg(U,(LkH)) =2n—k—1letdeg((X — )" *L(X +1)"F1) =2n — 2k — 2, on a deg(Q) = k + 1.

e Posons g = —l et apy1 =1. Alorson a ap < a1 < -+ < g < Qp41.

Pour tout £ € [1,n + 1], U est continu sur [ag—1, ], dérivable sur |ag_1,ax[ (polyndme) et Uék)(ak,l) =
U (ar) (= 0).

Donc, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe 8y €]ag_1, o[ tel que (U,gk))’(ﬂk) =0 U,gkﬂ)(ﬁk) =0.

On a de plus, par construction,

1=y <pr<a; <fa<-<ap<Pri1 <oppr =1,

donc les réels (5;)1<i<k+1 sont deux & deux distincts.
e Pour tout i € [1,k+ 1], UF™(8;) = (B; = )™ 1(B: + 1)1 Q(B;), donc, comme UL (8;) = 0, on a Q(5;) = 0,
#0 car B;#=+1

et donc B; est une racine de Q.
e () est un polynome de degré k + 1 qui admet pour racines (distinctes!) 51, ..., Bk+1, donc il existe v € R tel que

Q=v(X = pB1) (X = Br+1), et donc
UFD = (X = 1)" X + )" X = B1) - (X = Bren)-

. o Les questions 4 (initialisation pour k = 1) et 5 (hérédité pour k € [0,n—1]) permettent de démontrer par récurrence
que, pour tout k € [0,n], il existe des réels aq,...,ar deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel puy tels que :

UP = (X =D F(X +1D)" (X —aq) - (X — ).

e En particulier, pour k£ = n, il existe des réels aq, ..., a, deux & deux distincts dans | — 1,1 et un réel yu, tels que :
1 (n) _ 1 n—n n—n
L= 51U = i (X = 1) (X 4 17X =) (X — )
1

= ZTn,Nn(X —a1) - (X —ap),

donc ag, ..., a, sont n racines distinctes de L,,, et toutes ces racines sont dans | — 1, 1[.
En les ordonnant, on a bien I'existence des réels —1 < z1 < --- < x,, < 1 tels que

n

Ln = Qp, H(X — $Z)

i=1

car L, est de degré n et de coefficient dominant a,,.



