™D Polynomes d’endomorphisme, Interpolation IPC h cases
scientifiques

Chapitre 05 2023-2024 Lycée Brivecn

exercices corrigés : 18, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 18

I. Nouvel exercice du 6 et 7/11/2023

|Exercice 18 | Somme des polynémes de Lagrange v
Soit n € N et (zg,...,z,) € R" avec pour tous i, j € [0,n], i # j = z; # x;.
On note, pour i € [0,n], L; le iéme polynéme d'interpolation de Lagrange défini par

< JI -

ocjsn, jzilei = 75) 0<j<n, j#i

L;

Démontrer que

1=0

II. Exercices du TD d’origine
x
1

1 1
1 2 on—1
Calculer : A,, =
1 n n 1

Exercice 4 | 2

Trouver un polynéme annulateur de M =

|Exercice 6 | 2

Soit J € M,,(R) la matrice ne contenant que des 1.
1. Calculer J2.

2. En déduire un polynéme @ annulateur de J.

3. En déduire la valeur de J* pour tout k > 2, en fonction de I,,, J et k.
%% polynémes d'interpolation de Lagrange
Soient ag = 0, a; = 1, a9 = 2

Posons pour je [0,2], L; = H ! (X — ;)

7 ! —o., . 05— a
0<i<2,i#j

Véritier que L,(a,) = d}, pour tout p,q € [0,2]
Montrer que la famille 7 = (Lg, L1, Lo) est libre.
En déduire que F est une base de Ry[X].

Donner la décompostion de S = 1 + X dans cette base.

, aprés avoir calculé (M — I3), (M — I3)*, M(M — I3)*.

oS O O
[ R —
e )

ok W=

S est-il I'unique polyndme de degré au plus 2 valant 1 en 0, 3 en 2 et 9 en 87 Méme question parmi les
polyndmes de degré au plus 3.

Exercice 8

Donner un polynéme réel P de degré au plus 2 tel que P(—1) =1, P(0) =2 et P(1) = 3. Est-il unique?
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|Exercice 10 | %X

Soit n € N et (21)o<k<n € R™™ une famille de réels deux a deux distincts.

1 29 a3 -+ xp
. 1 oy ] - af
On définit V, (g, ..., xz,) = | . . _ S| € M (R).
Qo
Soit (ax)ocken € C"™, P € C[X] tel que P =ag+ a1 X + -+ +a, X" et le vecteur A = € M,111(C).
Qn

1) Exprimer le produit V,,(zo, ..., x,).A a 'aide du polynéme P.
2) A l'aide d'un développement selon une ligne, justifier que f : z — V (o, ..

degré n et de coefficient dominant V,,_1(zo, ..., 2p_1).
3) On vérifie directement que pour z € {x¢,...,x,-1}, f(2) = 0 car le déterminant contient deux lignes égales,

., Tp_1,7) est polynomiale de

n—1 n—1
donc H(z—xj) divise f(z), expression polynomiale en z de degré n. Donc f(z) = det(V,,—1(xq, ..., Tpn-1)) X H(z—
=0

=0
x;), compte-tenu de la valeur du coefficient dominant.

Ainsi det(V,,(zo,. .., 2,)) = det(Vi_1 (2o, ..., 201)) X [ [ (&0 — 21)
0

n k—1
Par récurrence on en déduirait que det(V,,(zo,...,z,)) = H (H(mk - xz)>

k=1 \i=0
4) Soit (T4)ock<n € R™! une famille de réels deux a deux distincts tel que pour tout k € [0,n], P(r) € R.

Montrer, en utilisant la question 1, que P est dans R[X].

|Exercice 13 | %%

-1 3 =8
Soit M = 1 —2 7 |.Calculer (M — I3)* et en déduire le calcul de M™ pour tout n € N.
1 -2 6
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Notes

18

correction exercice 18 :

Onnote P=1 etQ:ZLi.
i=0
lls s’agit de deux polyndmes de R, [X] et on vérifie que pour 0 < ken, P(x) = 1 = Li(xy) = ZLi(xk), car
i=0

Li(x) = 0F, Y0 <i < n.

Donc P et () coincident en n+ 1 valeurs distinctes et sont de degrés au plus n, donc sont égaux, d'ot |1 = Z L;

correction exercice 3 : on reconnait le déterminant de Vandermonde V' (1,2,...n) = H (j —1)
1<i<j<n

4

correction exercice 4 :

On vérifie que M (M — I3)* = 03, donc X (X — 1)?, polynéme non nul est annulateur de M.

6

correction exercice 6 :
J2=nJ, Q = X* —nX X* = B,Q + Ry, avec deg(Ry,) < 1 par division euclidienne

donc J* = a,1,, + byJ avec en évaluant :
en0,0=0"+a;;en1/n, 1/n* =b,/n

d'od J¥ = J

nk-1

7

correction exercice 7 :

1. On vérifie immédiatement que a, est racine de L, si ¢ #, et L,(a,) = 1.
2
2. si A\, A1, A2 sont trois scalaires tels que Z)\iLi = 0, alors en évaluant en a, pour ¢ € [0, 2], on obtient :
=0
Ag = 0, donc la famille F est libre, et comme elle est de cardinal 3 dans Ro[X] de dimension 3, on en déduit
qu’elle est libre, donc F est une base de Ro[X].

3. S= Z S(ap)L, = Lo+ 2Ly 4+ 3L, est la décompostion de S = 1 + X dans cette base.
p=0
4. S est I'unique polynéme de degré au plus 2 valant 1 en 0, 3 en 2 et 9 en 8, par unicité de la décomposition
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dans la base F de R,[X].

S n'est pas I'unique polyndme de degré au plus 3 valant 1 en 0, 3 en 2 et 9 en 8, car par exemple en fixant
pour tout n € N la valeur n en 3, et et en notant Ny, Ny, Ny, N3 la base de R3[X] des polyndmes de Lagrange
en 0,2,8,3, le polynéme T,, = 1Ny + 3N; + 9N + nN3 convient pour tout n € N

8

correction exercice 8 :
(X-0)(X-1) (X+1H)(X-1) 3(X—l—l)(X—O)
C1=0)(—1—1) “0+n0=1) " arna=o

D'aprés le cours P = 1

dans Ry[X].

= convient, et est unique

10

correction exercice 10 :

P (o)
1) Vi(zo, ..., xp). A = : =B
P(z,)
2) On développe selon la derniére ligne : V(xg,...,2,-1,2) = szDj, ol D; est le déterminant obtenu en
=0
rayant la néme ligne et la jéme colonne
On reconnait une expression polynomiale de degré n — 1 et le coefficient dominant est D,, = V,,_1(z0,...,Zp_1).
n—1
3) En déduire que det(V, (o, . .., x,)) = det(Vi—1(zo, . . ., 1)) X H(%—l‘i), puis donner |'expression factorisée
i=0
de det(V,,(zo, ..., xn)).
P (o)
4) On a V,(xg,...,x,). A = : =B
P(z,)
Par hypothése, B est & composantes réelles, donc A = V,,(z¢,...,7,) ' B est & composantes réelles, donc les

coefficients de P sont réels et finalement P est dans R[X].

13

correction exercice 13 :
On remarque que P = (X — 1)? est annulateur de M.

En effectuant la division euclidienne de X™ par P por tout n € N, on sait qu'il existe un unique couple (Q,, R,)
de polynémes tel que

X" =PQ,+ R, et deg(R,, <2

Donc en notant R, = a,, + b,X + ¢, X2, on obtient
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en dérivant nX"' = P'Q,, + PQ), + R,

puis en redérivant n(n — 1) X" ' = P'Q, +2P'Q, + PQ! + R

En évaluant en 1 on obtient 1 = a,, +b,, + ¢,

n = b, + 2¢,

n(n—1) = 2¢,

Ce qui donne R, = (1 —n(3 —2n) —n(n — 1))+ (n — 2n(n — 1)) X + n(n — 1) X?

et M" = (1 -n(3—2n) —n(n—1)I+ (n—2n(n—1))M +n(n — 1)M?
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