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Un corrigé

1 Quelques exemples d’étude d’un systeme différentiel

I.1. Le théoreme indique que I’ensemble des solutions de (F) sur I est un C-espace vectoriel de
dimension n.
I.2. Posons X : t~— «(t)V et raisonnons par conditions nécessaires puis suffisantes.
- Si X est solution de (E) alors, en considérant une coordoonnée non nulle de V' (qui existe

car V' # 0 comme vecteur propre), disons V;, on a «a(t) = XZ?('&) et a est donc dérivable. De
plus, X'(t) =/ (t)V et A(t) X (t) = A(t)a(t) X (t) et donc
Vte I, o (t) = Mt)a(t) (1)

- Réciproquement, si « est solution de (1) alors X est dérivable et le méme calcul montre que
c’est une solution de (E).

D’apres le théoreme fondamental si ¢y € I, la fonction ¢ — ftz A(u) du est une primitive sur

I'intervalle I de la fonction continue A. Et d’apres le cours, ’ensemble des solutions de (1) sur

I est .
Vect (t s elio AW du)

1 1
Comme la trace de A(t) vaut a + 1 — b, ST il y a une second valeur propre, c’est a — b. En
cherchant un élément du noyau de A — (a — b)I2, on est amenés a trouver que (a — 1,b) est
1 a—-1
1 b
hypotheése, nos deux vecteurs propres sont indépendants. La quetion précédente indique (on
choisit tg = 0 et I'intégrale se calcule immédiatement puisque A(t) est une constante) que

X t>—>et<1> etY : tb—>e(a_b)t<a;1>

sont deux solutions de (FE). L’indépendance des vecteurs propres donne l'indépendance des
fonctions et, par dimension (X,Y’) est une base de 'espace des solutions de (E) sur R.

I.5 Dans le cas up =1, (1,1) et (1, —1) sont vecteurs propres de A(t) associés aux valeurs propres
a(t) + b(t) et a(t) — b(t). Ces deux vecteurs propres sont indépendants. En choisissant ¢y €
et en utilisant I.2 on obtient deux solutions de (E) qui sont indépendantes car les vecteurs
propres le sont. Par dimension, 1’ensemble des solutions de (E) sur I est

Vect <t s elio (@) +b(w) du < ! ) by iy (@(w)=b(w) du ( 1 ))
1)’ -1

1 1 . .
I.3. On remarque que A(t) < ) = ( >, ce qui donne un premier vecteur propre pour A.

vecteur propre associé a la valeur propre a — b. Comme =b—a+1# 0 par

II. Etude de deux fonctions

IT.1.1 f est continue sur RT et le seul probleme d’intégrabilité est au voisinage de +o0o ou f(t) =
o(1/t?) par croissances comparées et donc intégrable (comparaison aux fonctions de Riemann).
Ainsi, f est intégrable sur RT.

I1.1.2 f étant continue sur RT, le théoréme fondamental indique que = fom f est une primitive
de f. C’est donc une fonction de classe C' dont f est la dérivée. Par théoremes d’opérations,
FeCYRT) et

x
Vo >0, F'(z) = 26_I2/ ze t dt
0

Pour étudier G, on utilise le théoreme de régularité des intégrales a parametres.



-2 (t2+1)

- Vx>0, t— est continue sur [0, 1]; elle est donc intégrable sur [0,1] (qui est un

t2+1
segment).
o2 (t2+1) 1 + , ., —22(1442)
-Vt €[0,1], z = S5 est de classe C" sur RT de dérivée x — —2ze :
-V >0, t— —2xe~*"(141%) st continue sur [0, 1].
- Ya > 0, Vz € [0,a], Vt € [0,1], ‘—29:6_‘”2(1“2)‘ < 2a. Le majorant est une fonction

constante sur le segment [0, 1] et est donc intégrable sur ce segment.
Le théoréme donne G € C*([0,1]) et

1 1
Vo > 0, G/(IE) = —213/ 6712(1+t2) dt = —2;1;612/ ef(xt)Q dt
0 0

I1.1.3 Pour x > 0, on peut poser u = xt pour obtenir
2 x 2
G'(z) = —2e" / e ™ du=—F'(x)
0

et cette formule reste vraie pour x = 0 (elle se lit 0 = 0). Ainsi, (F' + G) est constante sur
I'intervalle R*. On a donc

1 dt 1 ™
Vr >0, F(z) + G(x) = F(0) + G(0) = /0 s = arctan(0)]} =
—22(t241)

I1.1.4 Une majoration grossicre donne Vo > 0, V¢ € [0,1], 0 < S5

G(z) < e™*". Ainsi (théoreme d’encadrement)

< e~ et donc 0 <

lim G(z) =0

T—+00

Avec la question précédente, on en déduit que

lim F(z)=

T—+00

NS

IL.1.5 Mais comme ¢ — e~'" est intégrable, on a aussi F(z) — (f0+°° et dt)? et, I'intégrale étant
positive, ceci donne (en passant a la racine carrée)

—+00
/ et dt = ﬁ
0 2

I1.2.1 On utilise encore le théoreme de régularité des intérales a parametres.
—z+itx
-VieER, x— & \/; est continue sur R équivalente & 1/y/z en 0 et donc intégrable au

voisinage de 0 et o(e™®) = o(1/x?) en 400 et donc intégrable au voisinage de +o0.

—x+itx L, ] - ;
- Vo >0, te < 7 ost de classe C! sur RT de dérivée t s iy/ze T,

- Vt €R, > iy/re T est continue sur RT.
Vit € R, Vx > 0, }iﬁe*”m‘ = y/re%. Le majorant est continu sur R et négligeable
devant 1/z? au voisinage de +oo (croissances comparées) et donc intégrable sur R,

Le théoreme indique que ¢ — f0+°o eif/;m dz est de classe C'! sur R de dérivée t — f0+oo in/Te T dy,

Ses parties réelle et imaginaire sont donc de classe C!, c’est & dire que

u,v € C*(R)

11.2.2 On vient de voir que

+o0 .
VteR, w'(t)=1i Vae T dy
0



On veut effectuer une intégration par parties en dérivant x +— \/z en x +— ﬁ et en primitivant

T e T en oy —% (fonction de classe C! sur R**). Comme \/EGT:Z:JL admet des
limites finies en 0 et 400, 'intégration par parties est licite. Les limites évoquées étant nulles,
elle donne .
+o0 it 1 400 e—r(l—zt)
xe T dy = dx
, V® w7
et on a donc ) )
i
VieR, w'(t) = —w(t) = ——(—t +i)w(t
w(t) 2(1—zt)w( ) 2(1+t2)( ut)

En passant aux parties réelle et imaginaire, on obtient des relations vérifiées par u et v qui
s’écrivent, apres calcul simple,

1 -t -1
/ o _
Vte R, X'(t) = A(t)X(t) avec A(t) = 20+ 1) ( 1 )
11.2.3 Le polynome caractéristique de < _1t :1 ) est A2 + 2tA + (2 + 1). Les valeurs propres

de cette matrices sont donc —t +1i et —t — i et une résolution de systeme donne (i,1) et (—i,1)
comme vecteurs propres. Ainsi,

i —t+1 i —1i —t—1 —1
Alt =— t A(t = —
o(1)=mrm (1) @20 (V) - (1)
On a deux valeurs propres distinctes pour A(t) et, comme on est en dimension 2 et que les

sous-espaces propres sont en somme directe, on peut conclure qu’il y a deux valeurs propres et
des sous-espaces propres de dimension 1 :
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Exi (A1) = Vect((i, 1)), Exy)(A(t)) = Vect((—i,1))

I1.2.4 On a .
1 .
/ A (u) du = ~7 In(1 + %) + %arctan(t)
0

t 1 :
/ Ao(u) du = —=In(1 + 1) — z arctan(t)
0 4 2

La question I.2 montre que les deux fonctions

1 i arctan(t) 1
Xl Tt = me 2 < 1 )

1 __darctan(t) —1
X2 : the 2 < 1 >

sont solutions de (Ej). Elles sont indépendantes (les vecteurs propres le sont) et forment une
base de lensemble des solutions de (E;) sur R. La solution générale de (Fj) est du type
aX,+ pBXsoua,B e C.

I1.2.5 Remarquons que (changement de variable y = \/z qui est de classe C' sur R™* & dérivée
ne s’annulant pas)

u(O):/O+OO(i/;dx:2/O+OOe_yQ dy = /7
v(0) =0



On a ainsi X (0) = (y/7,0). Mais on sait aussi qu’il existe des constantes a, § telles que X =
aX1+ X,. La valeur en 0 donne /7 = ia—if et 0 = a+ . On en déduit que a = § = —i@.
Il suffit alors de former aX; + X5 pour obtenir

N3 - cos (arctan(t) N3 , (arctan(t))

u(t) = D 5 > et v(t) = TERDIL sin 5




