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Un corrigé

Probléme : séries trigonométriques

Partie 1 : exemples

1. On a

1 ) 1

o cos(nz) + 3 sin(nz)| < on + 0

Le majorant est indépendant de x et est le terme général d’une série convergente. La série de
fonctions est donc normalement convergente sur R.

Pour le calcul, on remarque que pour p > 2, €®/p est de module < 1 et que donc (somme

géométrique)
© eiw n B 1 B p
§ 1 et p ete

n=0 p

Vz € R,

En passant aux parties réelle et imaginaire, on a donc

+oo 2 +oo .
Z cos(nx) _ P — pcos(x) ot Z cos(nx) _ psin(x)
— " p? —2pcos(z) +1 — " p? —2pcos(z) +1

Il reste a combiner les résultats pour p=2et p=3:

—+00

1 1 . 4 —2cos(x) 3sin(z)
7;) <2n cos(nz) + 30 sm(n@) = 5_ 4 cos(z) + 10— 6 cos(z)

. En utilisant le DSE de ’exponentielle, on a

) +oo etne
Vr € R, exp(e™) = Z
n=0

n!

Or, exp(e®) = exp(cos(x)) exp(isin(x)) et la partie réelle de cette quantité est

“+oo

Vx € R, exp(cos(x)) cos(sin(x)) = Z cos(na)
o n!
. Posons a,, = n%rl et fn(z) = aycos(nz). (ay) est de limite nulle mais f,(0) = n%rl est le terme

général d’une série divergente. > (f,) n’est donc pas simplement convergente sur R.

. . sin(nx . VT / N . s
. La norme infinie sur R de 2 + S202) oot immédiatement égale a ﬁ qui est le terme général
d’une série divergente. La série de fonction proposée n’est donc pas normalement convergente

sur R.

Partie 2 : propriétés

Une condition suffisante

5. On a
Vz € R, |ay cos(nz) + by sin(nx)| < |an| + |bn|

Le majorant est indépendant de x et est le terme général d’une série convergente. La série de

fonctions est donc normalement convergente sur R.



Une condition nécessaire

6. On a ((.|.) étant le produit scalaire canonique sur R?), via Cauchy-Schwarz,

vz € R, |acos(x) +bsin(z)] = |((a,b)|(cos(z), sin(z)))| < || (@, B)] | (cos(z), sin(a))]| = V/a? + 2
De plus, il y a un cas d’égalité :
- c’est immédiat si a = b =0 (n’importe quel z convient) ;
- si (a,b) # (0,0), (a/va? +b2,b/va? + b2) est un vecteur normé et il existe donc un z tel
que ce vecteur soit (cos(x),sin(z)).

7. Avec fp(x) = ancos(nz) + b, sin(nx). On suppose ici que Y (|| fnllco) converge. On a (avec la
question précédente et car nz varie dans R quand c’est le cas pour = si n > 0)

W€ N, [falloo = Va2 + 07 > { IZ”1|

Par comparaison des séries positives, > (a,) et > (b,) convergent absolument.
Autres propriétés
8. La convergence normale sur R entraine la convergence uniforme sur R et cette derniere conserve
la continuité. Les fonctions de la séries étant continues sur R, il en est de méme de f.
La convergence normale sur R entraine la convergence simple sur R. La convergence simple
conserva la 27-périodicité (si Sy (z + 2m) = S,(x), on peut passer a la limite pour obtenir la
2m-périodicité de la limite). Ici, f est donc 27w-périodique et

fECQW

9. On effectue une linéarisation : cos?(nz) = 3(cos(2nz) 4+ 1). On a donc

m 1 ™
Vn > 1, / cos?(nx) dr = [4” sin(2nz) 4+ ﬂ - =

De méme, sin(kz)cos(nz) = 3(sin(kz + nx) + sin(kz — nx)). sin(pz) est d’intégrale nulle sur

[—7, 7] (évident si p = 0, par primitivation en —Cos’f'fpx) sinon). On en déduit que

Vn, k, / sin(kx) cos(nz) dr =0

—Tr

10. Soit n € N. On a
s m +0o
f(z) cos(nz) de = / Z(ak cos(kx) cos(nz) + by sin(kz) cos(nx)) dx

- T k=0
Avec fi(z) = ay cos(kx) + by sin(kz). On a Vz, |fi(x)cos(nz)| < |fr(x)| < || filloo- Le majorant
est indépendant de z et est le terme général d’une série convergente (par I’hypothese de normale
convergence). On a donc sous 'intégrale une série de fonctions normalement convergente sur le
SEGMENT [—m, 7] et on est dans le cas simple ou on peut intervertir :

:rr f(z) cos(nz) de = :Z: (ak /7; cos(kz) cos(nx) dx + by, /7; sin(kx) cos(nx)) dx)

Dans la somme, tous les termes sont nuls sauf celui d’indice & = n qui vaut a,, 7 si n # 0 (question
précédente et résultat admis) et 2wag si n = 0. Ainsi,

Vn #0, ap, = an(f) et ag = %Oéo(f)



