Chapitre 22 : espaces préhilbertiens

Notation : dans tout le chapitre F désignera un R-espace vectoriel (je ne mets plus de fleches sur les vecteurs,
n’hésitez pas & en rajouter si vous en ressentez le besoin).

1 Produit scalaire

On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : E x E — R qui vérifie les conditions suivantes :

e ¢ est bilinéaire, c’est-a-dire linéaire sur chaque composante. Autrement dit :

e ¢ est symétrique :
e ¢ est positive :

e ¢ est définie :

Lorsqu’on travaille avec un produit scalaire ¢, plutét que ¢(z,y), on écrit < x,y >, (z|y), ou encore x - y.

Méthode (Pour vérifier les conditions d’un produit scalaire)
— on commence par vérifier la symétrie, la linéarité a gauche donne par symétrie la bilinéarité.
En général, on peut aller vite sur ces deux points.
— La positivité et, surtout, le caractére défini, doivent étre détaillés.

Mise en ceuvre : exercice ci-dessous ainsi que 1, 2 et 7.

Exercice
Montrer que ¢((z,y), (z/,y')) = 22’ + 3(zy’ + 2'y) + yy’ est un produit scalaire sur R?.




Exemples : Produits scalaires usuels, a connaitre! (vérifications des conditions en exercice)
1. sur R? :
2. De méme, sur R"™ (avec n > 1) :
3. De fagon analogue, sur les colonnes de taille n (>1), < X, Y >=

1
4. Sur €([0;1],R), < f,g >= / f(z)g(x) dz est un produit scalaire.
0

Exercice
a) justifier le caractére défini su produit scalaire usuel sur €([0; 1], R).

b) < P,Q >= P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) définit-il un produit scalaire sur Ry[X] pour k € N?

Réponse
a) Soit f € €([0;1],R) tel que < f, f >=0.

b) On ne détaille que

e On dit que le R-espace vectoriel £ muni du produit scalaire < ., . > constitue un espace préhil-
bertien réel.

e Si, de plus, F est de dimension finie, alors on dit que c’est un espace euclidien.

Remarques :

a) Tout espace vectoriel réel de dimension finie n est isomorphe & R™ et peut donc étre muni d’une structure
euclidienne.

b) La structure euclidienne repose sur le produit scalaire et, comme on a vu, il peut y en avoir plusieurs.
Parler d’un espace euclidien F sans préciser le produit scalaire utilisé n’a pas de sens, sauf si le produit
scalaire est implicite comme cela peut se produire pour les cas usuels (notamment R™).

Proposition
Soit & un vecteur d’un espace préhilbertien réel E. On a < z,0p >=

Démonstration
C’est une conséquence de




2 Norme associée & un produit scalaire

Notation : dans ce paragraphe (E,< ., . >) est un espace préhilbertien réel, on désigne par vecteurs les
éléments de F.

e On définit la norme euclidienne sur E par : Va € E, |z| =

e On définit la distance euclidienne entre les éléments de E par : ¥(z,y) € E?, d(z,y) =

Exemple : sur R? muni du produit scalaire usuel, on a ||(x,y)|| =

Vocabulaire : un vecteur x est dit normé ou encore unitaire lorsque

Proposition (propriétés de la norme euclidienne)
La norme euclidienne vérifie les propriétés suivantes :

i. Séparation :
ii. Homogénéité :

Démonstration
i

ii.

Remarque : la notion de norme peut étre définie sans produit scalaire, un chapitre de 2¢ année est consacré aux
espaces vectoriels normés. Une norme se définit comme une application qui vérifie les propriétés de séparation,
d’homogénéité et I'inégalité triangulaire. La propriété précédente indique que la norme euclidienne valide deux
conditions sur les trois requises pour étre une norme (la troisiéme arrive vite!).

Proposition (Propriétés « naturelles » d’une norme)
i. Positivité :

ii. Réciproque de la propriété de séparation :
iii. La distance est symétrique :

Démonstration
Ce sont des conséquences immeédiates de la définition. |

Proposition (Calculs usuels)
i V(zy) € B2, |lo+yl* = et [lo —yl* =

ii. V(z;9) € E?, <,y >=

i Y(z;y) € B2, |lz)? + y)? =

Démonstration
1.

ii. et iil. : Il suffit de calculer.

Remarque : la premiére définition de produit scalaire que vous ayez apprise, donnée dans le cadre des vecteurs
du plan (ou de 'espace), est :

U-U=
On vient de définir, dans un cadre général, le produit scalaire et la norme associée. Il n’y aurait plus qu’un pas
a faire pour créer le cosinus puis ’angle non-orienté formé par deux vecteurs, mais ce n’est pas au programme.



3 Inégalité de Cauchy Schwarz

Notation : dans ce paragraphe (E,< ., . >) est un espace préhilbertien réel, on désigne par vecteurs les
éléments de F.

Proposition (Inégalité de Cauchy Schwarz)

V(zsy) € B | <,y >| < [lz].]lyl

Plus précisément : il y a égalité si, et seulement si, les vecteurs x et y sont colinéaires.

R — Rt

te itz —yl*

Démonstration
Soit x,y deux éléments de E. On considére la fonction f : {

On a, Vt € R, f(t) =t?||z||®> — 2t < 2,y > +||y||* et donc f est une fonction polynomiale.

— Si ||z|| # 0 alors f est de degré 2 et, comme Vt € R, f(t) > 0, son discriminant est négatif ou nul.
Autrement dit :
2<zy>)?—4lz’yl* <0 <= |<z,y>| < |lz[l.lyl

— Sinon # = 0g et donc < z,y >= 0 = ||z||.|ly|| et 'inégalité de Cauchy Schwarz est également vraie.

Pour le cas d’égalité, raisonnons par double implication.
Il est clair que si z et y sont colinéaires alors on a | < z,y > | = ||z|.||y]-

Réciproquement, si on a égalité, soit x = Og et alors les vecteurs z et y sont colinéaires. Sinon, x # Og et
alors f(t) est un polynome de degré 2 dont le discriminant est nul et donc f admet une racine réelle a. On a
alors f(a) =0 <= |lax — y|| = 0 <= ax = y. Finalement, x et y sont bien colinéaires.

Remarque : l'inégalité de Cauchy Schwarz est souvent utile, en particulier dans deux contextes : R™ muni du
produit scalaire usuel et les fonctions continues sur un segment I C R muni du produit scalaire < f,g >= |[ 1 fa
On redonne I'inégalité dans ces deux contextes :

a) dans R™ :

b) dans ¢(I,R) :

Proposition (Inégalité triangulaire)
La norme euclidienne sur E' vérifie I'inégalité triangulaire. Autrement dit :

Démonstration
Soit (z,y) € E2. On calcule et on utilise Cauchy Schwarz :

lz+ylI? = lll® +llyl* + 2 <2y > < Jll® + lyl* + 2l2lllyl = el + llyl)®

En prenant la racine carrée, on obtient le résultat voulu. |

Proposition
On a égalité dans l'inégalité triangulaire si, et seulement si, les vecteurs = et y sont colinéaires
avec un rapport de proportionnalité positif.

Autrement dit : Ik € R* /x = ky ou y = kx.

Remarque : la formulation n’est pas uniquement 3k € R™ / x = ky car



Démonstration

Soit des vecteurs x et y tels que ||z + y|| = ||=|| + [|y]|-

Le cas d’égalité dans l'inégalité triagulaire correspond au cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy Schwarz,
on a donc la colinéarité de x et y il existe un couple de réels (o, 8) # (0,0) tel que ax = By.

Supposons a # 0, on a alors x = fy ().

L’égalité dans Cauchy Schwarz s’écrit : < z,y > = ||z|.||y]| = <=z,y > >0.

On remplace x grace & (#) et il vient : < Zy,y > > 0 ce qui implique que g > 0.

Finalement, on a bien trouvé un coefficient de proportionnalité positif entre x et y. |

4 Orthogonalité

Notation : dans ce paragraphe (F,< ., . >) est un espace préhilbertien réel.

Définition
On dit que les vecteurs z et y sont orthogonaux lorsque :

Exemple : cos et sin sont-ils des vecteurs orthogonaux de ¢°([0; 7]) muni du produit scalaire usuel ?

Remarque : Og est orthogonal & tous les vecteurs de FE.

Théoréme (Pythagore pour deux vecteurs)

Les vecteurs x et y sont orthogonaux si, et seulement si,

Démonstration

Définition
Soit A et B deux parties non-vides de E.

i. On dit que A et B sont orthogonales lorsque :

ii. L’orthogonal de A est la partie de F notée AL définie par : A+ =

Proposition
Soit A une partie non-vide de E. A+ est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

Soit A € P(E)\{0}.

Proposition (propriétés de ’orthogonal d’une partie)
Soit A une partie non-vide de F.

i. Si A = Vect(ay,...,a,) alors, pour tout vecteur x :
re Al =
ii. Si A C B alors B+ C A+,
i, A (AL)L




Démonstration
Soit A une partie non-vide de F.

i.

ii.

iii.

Exemple : on travaille dans R?® muni du produit scalaire usuel ; soit A = {(1;2;3)}. Déterminer A-.

Définition
Soit F = (z1,...,zy,) une famille de vecteurs. On dit que F est :

— orthogonale lorsque

— orthonormeée (ou orthonormale) lorsque

Théoréme (Pythagore pour n > 2 vecteurs)
Soit (1, ...,x,) une famille orthogonale. On a :

lz1 + "'+I7z“2 = ”331”2 T+t HTnHQ

Remarques :
a) la démonstration sera vue en TD.

b) La réciproque est fausse (en général).

Proposition
Une famille de vecteurs qui est orthogonale et qui ne comporte pas de vecteurs nuls est libre.

Démonstration

Remarques :
1. Une famille orthonormée est un cas particulier de famille orthogonale qui ne comporte pas de vecteurs
nuls, les familles orthonormées sont donc libres.

2. Si F = (e1,...,en) est orthonormeée alors, V1 <i,j <nona<e;e; >=9;,; =

3. Nous venons de voir que les familles orthonormées sont libres. La réciproque est évidemment fausse mais
on verra plus loin dans le chapitre comment créer, & partir d’une famille libre, une nouvelle famille qui
sera orthonormée avec I’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.



5 Base orthonormée

Notation : dans ce paragraphe (E, < ., . >) est un espace euclidien dont la dimension est n € N*. On désigne
par vecteurs les éléments de E.

Proposition
F admet une base orthonormeée.

Démonstration

E est de dimension finie, il admet donc une base (eq,...,e,). C’est en particulier une famille libre et, si on
lui applique I'algorithme de Gram-Schmidt, on obtient une famille libre et orthonormée de n vecteurs, donc
une base orthonormée. [ ]

Remarque :

Démonstration
Procédons par récurrence sur n.
— Sin =1 alors E admet une base (e) et (ﬁe) est une base orthonormée de E.
— Supposons que tout espace euclidien de dimension n admette une base orthonormée ; montrons que
c’est aussi le cas pour les espaces de dimension n + 1. Soit F un espace euclidien de dimension n + 1.
Soit x un vecteur non nul de E. Quitte & diviser z par sa norme, on considére qu’il est unitaire.
L’application ¢ : E — R définie par ¢(y) =< z,y > est linéaire. Son noyau est Vect(z)’ et, puisque
é(x) = 1, alors Im ¢ = R. En appliquant le théoréme du rang, il vient dim(Vect(z)*) = n et on peut
donc appliquer ’hypothése de récurrence a ce sous-espace : soit donc (e, ..., e,) une base orthonormée
de Vect(z)1. Soit F = (z,e1,...,¢€n).
Montrons que la famille F est libre : soit Ax + pie1 + - - - 4+ pne, = Op une combinaison linéaire nulle.

0=<2z,0g > <= 0=<ax, x4+ e+ -+ pne, > <= 0= <zx,pu1e1 + -+ tnen >

Or, pye; + - + pinen € Vect(z)+ donc A = 0. Comme la famille (€i)ieqi;n] est une base d’un sous-
espace, c’est une famille libre et donc p1 = --+ = p,, = 0.

Finalement, F est une famille libre de n + 1 vecteurs dans un espace de dimension n+ 1, ¢’en est donc
une base. Par construction, elle est orthonormée (les e; sont normés et orthogonaux entre eux, ils sont
tous orthogonaux a x).

Remarque : les exemples pratiques viendront en fin de chapitre avec l'algorithme de Gram-Schmidt.

Proposition
Toute famille libre et orthonormée peut étre complétée en une base orthonormeée.

Remarque : on pourrait, 1a encore, proposer une démonstration évitant I’algorithme de Gram-Schmidt mais
on s’en dispense car, pour mettre en oeuvre cette propriété, on se sert de Gram-Schmidt.

Proposition (Calculs en base orthonormée)
Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormée de E.

i. Pour tout vecteur z, la décomposition de = dans B est :
r=<x,e1>e1+---+<x,6/ > 8
Autrement dit : pour tout 1 < i < n la coordonnée de z selon e; est < x,e; >.
n n
ii. Siz= Zziei et y = Zyiei alors < z,y > =
i=1 i=1

n
iii. Six= inei alors [|z|| =

i=1
Démonstration
i. Soit x € F. On peut décomposer x dans B : x = z1e; + ...z e, avec x1,...,x, des réels. On a :
n n
1<i<n, <ze;>=< Zxkek,ei > = Zxk< €k, €i > = Tj.
k=1 -

= Ok,i



ii. Il suffit d’écrire le produit scalaire et d’utiliser la bilinéarité.

iii. On applique ii & y = =x.

ATTENTION : ces formules ne sont valables que si la base est orthonormée.

6 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Notation : dans ce paragraphe (F,< ., . >) est un espace préhilbertien réel, on désigne par vecteurs les
éléments de F.

Proposition
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors F et F'- sont supplémentaires dans E :

E=F®F" .
De plus, parmi les supplémentaires de F', un seul est orthogonal a F : F-.

Démonstration
F étant de dimension finie, il admet une base orthonormée (f1,..., fn).

Raisonnons par analyse-synthése pour montrer que F + F+ = E.

Analyse :soitx € Fetsupposonsxz =x1f1+ -+ x,fn+ y .Pourtoutl <i<nona<uz,f; >= z;.
~—~

eFr S
n

Ilsuitquey:x—z<x7fi>fi.
i=1

n
Synthése : x — Z < x, f; > f; est un élément de F*- car
i=1

n n

T = Z <z, fi > fi+ (m — Z <z, fi> fl> assure 'existence d’'une écriture de x comme somme
i=1 i=1

d’un vecteur de F et d’un vecteur de F'*.

Remarques :

a) Il manque quelque choise dans la démonstration. Trouvez ce dont il s’agit et complétez-la.

b) En conservant les notations de la définition, F* est le supplémentaire orthogonal de F'.

c) Si E est euclidien, c’est-a-dire de dimension finie n € N*, alors dim F'+ =

Proposition
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

e On a toujours F C (F+)+.

e Si F est de dimension finie, alors F' = (F+)+.

Démonstration
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

e Soit z € F. Pour tout y € FX on a < z,y >=0 et donc x € (F)*. Ainsi : F C (F*)*.

e Supposons que F est de dimension finie. Soit z € (F4)*, puisque £ = F @ F= il existe une décom-
position x = f + f'avec f € Fet f/ € F-.Ona |f/|? =< f,f'>=<fl,o>=0car f' € F*
et x € (F1)L. Il suit que f' = Op et donc = f est bien un élément de F. Finalement, on a bien
F > (FH)* et done F = (F1)*.

Remarque : ’hypothése de dimension finie est cruciale pour l'inclusion réciproque, on verra un exemple en
TD ot on a F # (F+)*+.



Notation : dans la suite, F' un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Définition
La projection orthogonale sur F est la projection sur F parallélement a F-.

Notation : dans la suite, on note pg la projection orthogonale sur F'.

Proposition (expression de la projection orthogonale en base orthonormée)
Soit (f1,.-., fn) une base orthonormée de F. On a :

Vee B, pr(z) =<z,fi>.fr ++ <a,fn>.fa

Démonstration
11 s’agit d’une reformulation de la « décomposition » des vecteurs de F dans F & F*. |

Proposition
Soit F' un sous-espace de dimension finie, x € E.

e On appelle distance de = & F et on note d(z, F) le réel
positif d(z, F) = d(z,pr(z)).

e d(z,F) =min{d(z,y) / y € F}.

e De plus, ce minimum n’est atteint que pour y = pp(x).

e Ona:d(z,pr(@))? = |zl® - [lpr(2)]

Démonstration
Soit x € E. {d(x,y) / y € F} admet une borne inférieure car c’est une partie non vide et minorée de R.
(Minorée par quoi ?)

Mountrons qu’elle a un minimum et qu’il correspond a d(z, pp(z)).

On sait écrire  comme somme d’un élément de F et d’un élément de F* : z = pr(z) + (z — pr(x)) : (x).
Pour tout y € F on a:
d(z,9)* = lo=yl* = || (pr (=) — y) + (& = pr(@)) II* = [pr(2)—y|*+]z—pr (@) = 2—pr(@)]* = d(@, pr(z))®

e F e FL

Dans la ligne précédente, on a égalité si, et seulement si, y = pp(x).

Enfin, (x) = ||z]|* = llpr(2)|* + ll& = pr(2)]|* ce qui donne d(, pr(2))* = [[2|* — [lpr(z)|. =
Proposition (Inégalité de Bessel)
Soit (e1,...,ey,) une famille orthonormée. On a, pour tout vecteur z :

n
do<aen>2 < |a
k=1

Démonstration

Soit F' = Vect(eq,...,en), F son supplémentaire orthogonal dans F et o € E.

En notant pr la projection orthogonale sur F, on a x = pp(z) +x — pr(x) .
—— —\—

er ert

D’apres Pythagore, on a : ||z]|* = [lpr(2)|* + llo — pr(2) | > llpr(2)|* =

En prenant la racine carrée, on a le résultat voulu.




7 Algorithme d’orthonormalisation Gram-Schmidt

Exemple : dans R? muni de sa structure euclidienne usuelle, soit P le plan d’équation 2z + 3y — z = 0.

1. Donner une base B de P.

2. En partant de B, construire une base orthonormée de P.

Remarque : lorsqu’on a compris comment faire sur deux vecteurs (c’est 'objectif de I'exemple qui précede),
on a tout compris! L’algorithme qui suit décrit le cas général.

Algorithme de Gram-Schmidt

Entrée : une famille libre de vecteurs (z1,...,x,).

Sortie : une famille orthonormée de vecteurs (y1,...,yn) telle que

Vj € [1;n], Vect(yi,...,y;) = Vect(z1,...,x;)

On construit la suite des vecteurs (y;);c[1;n] par récurrence.
— On prend y; = mxl

— Soit 1 < k < n et supposons construits ¥, ..., Yk, construisons yx11.

Soit F' = Vect(z1,...,x) = Vect(y1,...,Yx), on pose z = Tp41 — pr(Trt1)-
On a w41 ¢ F donc (yi,...,yk,2) est libre. Par construction z L F et

Vect(y1, ..., Yk, 2) = Vect(zy,...,zE41) il ne reste plus qu’a rendre cette famille or-

1

thonormale : on pose yi1 = 1%

Remarque : comme la famille (2;);e[1;n] est libre, aucun des z; n’est nul et on peut diviser par leurs normes.

Exemples :

a) Dans R® muni de son produit scalaire usuel, on considére les vecteurs a = (1;2;2), b = (1;1;0) et ¢ =
(0; —1;1). Aprés avoir justifié que la famille (a, b, ¢) est libre, lui appliquer I’algorithme de Gram Schmidt.

10



b) Dans ¢°([0; Z]) muni de son produit scalaire usuel, appliquer I'algorithme de Gram-Schmidt & (cos, sin).

Remarque importante : dans l'algorithme tel qu’il a été donné, il y a des choix qui sont faits : pour chaque
yr on aurait pu prendre 'opposé de ce qui a été choisi.

Si 'on souhaite obtenir I'unicité, on rajoute une condition et on demande que chaque y vérifie < zp, yr >> 0.
Le résultat que produit I’algorithme est alors appelé « I'orthonormalisé de Gram-Schmidt ».

Exercice
Reprendre les exemples précédents pour fournir 'orthonormalisé de Gram-Schmidt des familles de vecteurs.
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