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I. Couple de variables aléatoires discrétes, indépendance
I.1 Couple

[Définition 1 (Couple de variables aléatoires discrétes).]

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (€2, A, P), I'application couple notée (X, Y") définie
par (X,Y) :w+— (X (w),Y (w)) est une variable aléatoire sur €2, a valeurs dans X (€2) x Y (Q)

Définition 2.

Etant donnnées X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (2, .4, P), leur loi conjointe est la
loi de la variable aléatoire (X, Y), définie par :

Vr e X(Q2), y € Y(Q), PH(X,Y) = (z,9)}) = P{X =z} n{Y = y})

Les lois Py de X et Py de Y sont appelées les lois marginales de (X,Y).

exemple 1. En pratique, on fait un tableau a double entrée donnant les P({X = z;} N{Y =y,}) :

Y \ X Zo il T2 ]PX
Yo 1/16 | 2/16 | 3/16 | 6/16
m 1/16 | 7/16 | 2/16 | 10/16
Py 2/16 | 9/16 | 5/16
Remarque 1. Attention : la données des marginales ne donne pas la loi du couple!

contre-exemple : (X, Y) suit la loi uniforme sur {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

et (X/, Y/) donnée par P(X/,y/)((), 0) = 1/8, P(X/,y/)(l, 0) = 3/8 P(X/yr)(o, 1) = 3/8, P(ngr)(l, 1) = 1/8

ont les mémes marginales mais ne sont pas égales! '

En revanche, P(Y Z P(Y =y, X = z) : la loi du couple donne les marginales.

ze€X(Q
Définition 3.

Soit z € X () tel que P({X =z}) > 0.
On appelle loi conditionnelle de Y sachant {X = z} la loi de probabilité définie pour les y € Y(Q2)
par Pix—oy({Y = ¢}).

[.2 Rappel : indépendance de deux variables

Deux variables aléatoires X et Y discrétes définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P) sont dites indé-
pendantes si, pour tout (z,y) € X(Q2) x Y(Q),

P{X=z,Y=y})=P(X=2)xP(Y =y).
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Remarque 2. on note {X =2,Y =y} ={X =z} n{Y =y}

[Proposition 1.}

Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toute partie A C X (€2) et toute partie B C Y({2), on a

P(XeA YeB) =P(XecA)xPY eB)

Démonstration hors programme

[Proposition 2.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes alors, pour toutes fonctions f et g, les variables
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

I.3 Rappel : espérance d’un produit de v.a.r. indépendantes

[Proposition 3.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes admettant des espérances et telles que
XY admet une espérance, alors E(XY) =E(X) E(Y).

Démonstration hors programme
idée : OK pour des variables aléatoires a espaces d'états finis, puis théoréme de Fubini sur la loi du couple (X,Y").

Remarque : réciproque fausse pour X =Y de loi b(p) par exemple

II. Corrélation et covariance

II.1 Variance d’une somme, covariance

[Proposition 4.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes admettant des variances, alors
VIX+Y)=V(X)+ V(YY) +2E[(X — E(X))(Y —E(Y))].

Démonstration : (X —E(X))(Y —E(Y)))? = (X —E(X))* +2(X —EX))(Y —E(Y)) + (Y —E(Y))?

I1.2 Covariance, corrélation
[Définition 5 (Covariance).j

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)
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En cas d'indépendance, la covariance est nulle.

[Proposition 5.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes admettant des variances, alors
VIX+Y)=V(X)+ V().

Démonstration

[Définition 6 (coefficient de corrélation).]

Cov(X,Y)

5N = R v

Remarque 3. En cas d’indépendance, la corrélation vaut 0.
En cas de ralation Y = aX + b, la corrélation vaut 1 ou —1.

Définition 7.

Ecart type o(X) = /V(X).

[Proposition 6 (Cauchy-Schwarz) J

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs réelles.

Cov(X,Y) < v/ V(X) V(Y)

démonstration : ( Inégalité de Cauchy-Schwarz) V(tX +Y) = t*V(X) + 2tCov(X,Y) + V(Y), trinéme dont le

discriminant ne change pas de signe.
Dans le cas de variables a valeurs dans un ensemble fini, il y a égalité ssi X —E(X) et Y —E(Y) sont colinéaires,

ie.ssida; a(X —E(X))=Y —E(Y)ssidab;, aX+b=Y O

Remarque 4. Régression linéaire : si |p| = 1, alors égalité dans Cauchy-Schwarz : (X — E(X)) et (Y — E(Y))
sont colinéaires, donc il existe a, b tels que Y = aX + b.

Sinon, onposeE:(y1 )etI‘:( yN)
on cherche a, b tels que HF —a=+ b H = HM (Z) soit minimale, avec M = (‘Lf o xljv>
OK pour V = (Z) le projeté de I" sur Im(M).
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III. Suites de variables aléatoires

III.1 Introduction : répétition d’événements indépendants

Exemple :
on répéte une expérience incertaine sur une grande population de taille Ny, et on aimerait comprendre le phénoméne
« en moyenne. »

e Pour le probabiliste, il s'agit de déterminer un modéle aléatoire (2,4, P) et une suite (X,,),>1 de variables
aléatoires indépendantes, représentant les différents résultats individuels.
Le comportement moyen d'un groupe de N variables est caractérisé par la variable aléatoire moyenne

Xi+ ... XN

Sy = =

Il s’agit de comprendre les lois de Sy pour N € [1, No].

e Pour le statisticien, on dispose d'un échantillon (z1,...,zy) correspondant a un sondage d'une partie de
la population, et on aimerait tester son comportement moyen, a |'aide d'un modéle probabiliste, pour prédire I'état
du systéme (z1,...,2n,)

r,+...x

’ L] 7 A N Ve - 7z
Pour cela, on s'appuie sur la moyenne observée & = sur |'échantillon sondé.

Réponse du programme de lycée :

Si les (X,,)n>1 sont indépendantes de méme loi usuelle,
admettant une « espérance » . € R et une « variance » o’ > 0, alors lorsque N — +o0

Xi+...X 1 ()2
Sy = Mt Ay se comporte comme une variable gaussienne de densité fx : x — e
N 2mo?
On a
o
P({|Sy—pul<1,96—— ¢)<0,95
({15 w0075 })
e e y . . X1 =+ ... XN ' g
ce qui signifie qu'avec une probabilité supérieur 3 95%, | ———— — | < 1,96——
qui signifie q p p 6 + [ Vi
95 %
1-1,966 1 1+1966 Sy
Ty +...x

o . ) i : . CIN
Interprétation : la moyenne empirique observée sur I'échantillon z = doit é&tre souvent proche de

I'espérance p, et dans l'intervalle de cofiance Iy g5 = [t — 1,960, 1 + 1,960] dans 95% des observations.
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II1.2 Indépendance d’une famille de variables

[Définition 8 (Variables mutuellement indépendantes).}

Des variables aléatoires (X, ..., X)) sont dites mutuellement indépendantes si :
V(ﬂﬁh e ;%) € HXz‘(Q% P((Xi)lgign = (xi)lgign) = HP(Xz‘ = %)
i=1 =1

[Définition 9 (Suite de variables aléatoires indépendantes).}

Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires.
— On dit que les (X,,),en sont deux a deux indépendantes si
Vi # 7, X, et X, sont indépendantes.
— On dit que les (X,,)nen sont mutuellement indépendantes si
pour toute partie I finie de N, les (X;);c; sont mutuellement indépendantes.

exemple 2. Application a la modélisation d’un jeu de pile ou face infini par une suite de variables aléatoires
de Bernoulli mutuellement indépendantes.

On note N € N*, p €]0,1[, et X7,..., Xy des variables aléatoires indépendantes suivant la loi b(p).
N

Alors Sy = ZXi suit la loi B(N, p).
i=1

En effet, Sy est a valeurs dans [0, N, et pour tout k € [0, N]] on a :

P({Sy =k}) :P({ZXiZk}) = P( U {(Xy,..., Xn) = (e1,...,en)}) =

N evnmts incompatibles
(85,)6{0,1}, Zi:l e;i=k

_ N _
> P{(X1. . X)) = (ereenien))) | = > pPr(—p)NF = (k>pk(1—p)N :
(Ei)E{O,l}, Zf\;l ei=k (‘51')6{0’1}7 Zi\le ei=k

exemple 3. Attention : 'indépendance mutuelle implique I'indépendance 2 a 2, mais la réciproque est fausse !
Contre-exemple : X et Y indépendantes de loi b(1/2), Z = (2X —1)(2Y —1).

PZ=1)=PX=1Y=D4+PX=0Y=0=12PZ=-1)=P(X=0,Y=1)+P(X =1,Y =
0) = 1/2

P(Z=1,X=0=P(X=0,Y=0)=1/4=P(Z=1)P(X=0),P(Z=1,X=1)=P(X =1Y =1) =
1/4=P(Z =1)P(X = 1) d’ou I'indépendance 2 a 2.

En revanche, P(Z=1,X =0,Y =1) =04 P(Z = )P(X = 0)P(Y = 1)
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IV. Reésultats avancés

IV.1 Positivité, croissance de ’espérance
[Proposition 7.}

Si Xi,...,X, sont des v.a. discrétes admettant une espérance (indépendantes ou non), alors

démonstration : Par récurrence sur n > 2.

[Proposition 8 (Positivité, croissance de I'espérance).J

Pour tous X, Y variables aléatoires et tout A € R, on a :
o[Positivité | Si X est a valeurs positives et admet une espérance, alors E(X) > 0
o[Croissance | Si X et Y admettent des espérances et si : X(w) < Y (w), Yw € Q,
alors E(X) <E(Y)

+o0
démonstration : Pour la positivité de |'espérance on remarque que E(X) = Zka({X = x}) est la somme
k=0

d’une série convergente positive.
Pour la croissance de |'espérance, il suffit d"appliquer le poin précédent 3 Y — X > 0 et par linéarit¢ E(Y)—E(X) > 0.

IV.2 Premiére inégalité de Markov

[Proposition 9 (1ere Inégalité de Markov).}

Soit X une variable aléatoire discréte, d'espérance finie.

E(X1)
t

Alors pour tout t > 0, on a |P(|X| >1t) <

démonstration :

. i >
On note Y la v.a.r. définie pour tout w € Q, on a Y(w) = { tost [ X(w) >t

0 si |X(w)|<t
Ainsi Y est égale a ¢t si X >t et a 0 sinon, et se note Y(-) = 1x>¢(-).
On remarque que pour tout w € 2, on a || X (w)| > Y (w)
(car si w est tel que | X (w)| > ¢, alors | X (w)| >= Y (w) et si w est tel que | X (w)| < ¢, alors | X (w)| >0= Y(w))
Y est a valeurs dans I'ensemble fini {0, 1}, donc admet une espérance.
| X'| admet une espérance, car la série Z |z |P({X = zx}) converge, puisque X admet une espérance.
D’aprés la croissance de I'espérance, on en déduit que :
E(IX]) = E(Y)
o EY)=0xP{Y =0})+txPH{Y =t}) =t xP{Y =t}) =t x P{|X]| > t})
d'ou E(|X|) > tP(|X| > t), puis on divise par ¢t > 0. [J
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I1V.3 Variance d’une somme

3.a) Variance d’une somme

{Proposition 10.}

Si X4,...,X, sont des v.a. discrétes admettant une variance, alors
V(X 4+ Xa) = ) V(X)) + ) (B(X:X;) — BE(X:)E(X;))
i=1 itj
=Y V(X)+2 ) (B(X:X;) — B(X)E(X)))
i=1 1<i<j<n

démonstration : Calcul direct, par récurrence sur n. [J

[ Proposition 11. ]

Si X1,...,X, sont des v.a. discrétes admettant une variance et deux & deux indépendantes, alors

V(Xi 4+ X,) = zn:V(Xi)

démonstration : le second terme est nul par espérance d'un produit de va indépendantes. [J

N
exemple 4. Pour Sy = Z Xy, de loi B(N,p), somme de variables de loi b(p) indépendantes,

k=1
N

V(Sx) =Y V(Xy) = Np(1 - p)

k=1

1 1 1—
exemple 5. Pour Sy de loi B(N,p), V <NSN) = mV(SN) = w

IV.4 Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

En corollaire de I'inégalité de Markov, on en déduit une seconde inégalité :

(Corollaire 12 (2éme inégalité de Markov).}

Soit X une variable aléatoire discréte, d’espérance et de variance finies.
E(X?)

Alors pour tout ¢t > 0, on a P(|X| > 1) < v

démonstration : Markov appliqué a la v.a.r. X2, en remarquant que X? > t* <= |X| > t. O
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[Proposition 13 (Inégalité de Bienaymé—Tchebychev).J

Soit X une variable aléatoire discréte, d’espérance et de variance finies.
V(X)
22

Alors pour tout € > 0, on a : |P(|X —E(X)| > ¢) <

démonstration : 2éme inégalité de Markov appliqué a (X — E(X)) O
Remarque 5. La variance (ou I’écart-type) mesure donc la variation par rapport a la moyenne.
IV.5 Application : Loi des grands nombres

,—[Théoréme 14 (Loi faible des grands nombres).]

si (X,)n>1 est une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et de méme loi admettant

n
un moment d’ordre 2, alors, si S, = ZXk, m =E(X;) et 0 = 0(X3), on a pour tout € > 0,
k=1

°(

‘ : S : .
démonstration : Conséquence de Bienaymé-Tchebychev pour X = —=, variable d’espérance m et de variance
n

1
L5-m| >¢) 0.
n

n—00

o? 1 Ly o2
—,ona| P||=-5,—m|>e] <L 5 O
n n €

2
Remarque 6. Intervalle de confiance & 95% pour n = 1000 tirages 0,95 = 0—2, donc € = V0.95 x 0 x n c’est peu
ne

précis.
En pratique celui obtenu par le théoréme de la limite centrale est meilleur.

> F(x)

=1

1
Remarque 7. (HP) Méthode de Monte-Carlo : pour approcher / f, on calcule pour des X; de loi
0

uniforme sur [0, 1]...

V. Approximation d’une binomiale par une loi de Poisson

[Proposition 15 (Approximation binomiale par Poisson).}

Soit A > 0 fixé.
Si, pour tout n, X,, <= B(n,p,) et si lim np, = A, alors, pour tout £ € N, on a

n——+0o00
A )\k
nETooP(Xn =k)=¢e T
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démonstration :
ny g nr  (np)* - i n—k
P(X =k =(,)pr0-p" " =—"~][0--) x(1-p)
k k! paley n
k k—1 . )\k
_ (n]f') H(l . %) « enln(l—np/n) « e—kln(l—np/n) n—+oo F w1 % e—)\ % 1 0

exemple 6. Suite & une vaccination contre le paludisme, dans une population & risque, on estime a 2%, compte
tenu du délai d’immunisation, la proportion de personnes qui seront pourtant atteintes de la maladie. Quelle est
la probabilité de constater, lors d'un controle dans un petit village de 100 habitants tous récemment vaccinés,
plus d’une personne malade ? (on supposera I'indépendance des éventualités).

Compte tenu des hypothéses, le nombre de malades est ici régi par une loi binomiale de paramétres n = 100
et p=0,02. On a np = 2 et les conditions d’approximation (np(1—p) < 10) par une loi de Poisson sont réalisées,
en posant A = np = 2. Soit m la probabilité cherchée ; avec les notations ci-dessus, on a :

P(X =k)=e /Kl /donc1—m~P(X =0)+P(X =1)=0,406 , soit : m ~ 0,6

L’application (peu pratique) de la loi binomiale aurait fourni 1 —m = (0, 98)100 + 2(0, 98)99 ~ 0, 403. Soit
m ~ 0,597. L’approximation est donc ici excellente.
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Programme PC :

B - Variables aléatoires discrétes

Les objectifs de cette partie sont les suivants :

— ¢étendre la notion de variable aléatoire finie a des variables dont ['image est un ensemble dénombrable ;
— fournir des outils permettant, sur des exemples simples, l’étude de processus stochastiques a temps discret ;
— exposer deux résultats asymptotiques : 'approximation de la lot binomiale par la loi de Poisson et la lot

faible des grands nombres ;

— introduire les fonctions génératrices et utiliser les propriétés des séries entiéres.
La construction d’espaces probabilisés modélisant une suite d’expériences aléatoires est hors programme, on
admet Uexistence de tels espaces. Les différents types de convergence probabiliste (presque sire, en probabilité,

en loi, en moyenne) sont hors programme.

Toutes les variables aléatoires mentionnées dans le programme sont implicitement supposées discretes.

_ CONTENUS o
Couple de variables aléatoires discrétes. Loi conjointe

et lois marginales

Loi conditionnelle de Y sachant (X = x).

Deux variables aléatoires X et Y discrétes définies
sur un espace probabilisé (Q2,.A, P) sont dites indé-
pendantes si, pour tout (z,y) € X(Q2) x Y(Q),

PX=2Y=y)=PX=2)PY =y).
Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toute partie
A C X(Q) et toute partie B C Y(£2), on a
P(Xe€eAYeB)=P(Xe€AP(Y €B)
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes
alors, pour toutes fonctions f et g, les variables f(X)

et g(Y) sont indépendantes.
Variables mutuellement indépendantes.

Suite de variables aléatoires indépendantes (deux a
deux ou mutuellement).

Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev.
Variance d’une somme finie de variables aléatoires;
cas de variables deux a deux indépendantes.

Covariance, coefficient de corrélation.

Ch.15 Couples et suites de variables aléatoires

~ CAPACITES & COMMENTAIRES '
Extension aux variables discrétes des notions étudiées

en premiére année sur les variables finies.

Démonstration hors programme.

Extension sans démonstration aux variables discrétes
des notions et des résultats vus en premiére année.
La démonstration de 'existence d’un espace probabi-
lisé portant une suite de variables aléatoires mutuelle-
ment indépendantes de lois discrétes donnés est hors
programime.

Application a la modélisation d’un jeu de pile ou face
infini par une suite de variables aléatoires de Bernoulli
mutuellement indépendantes.

Bréve extension des résultats obtenus dans le cadre
d’un univers fini.

Notations : Cov(X,Y) et p(X,Y).
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CONTENUS
Encadrement —1 < p(X,Y) < 1.

CAPACITES & COMMENTAIRES

Inégalité de Cauchy-Schwarz.

e) Résultats asymptotiques

Approximation de la loi binomiale par la loi de Pois-
son : si, pour tout n, X,, < B(n,p,) et si lir+n np, =
n—-+0oo

A, alors, pour tout £ € N, on a

k
hm_f%x%:zk):erkﬁ—

n—+00 Lkl

Loi faible des grands nombres : si (X,,),>1 est une suite
de variables aléatoires deux a deux indépendantes et
de méme loi admettant un moment d’ordre 2, alors,

siS, = ZX’“’ m = E(X;) et 0 = 0(X1), on a pour

k=1
tout € > 0,

Interprétation de la loi de Poisson comme loi des évé-
nements rares.

S 1 : simulation de cette approximation.

La notion de convergence en loi est hors programme.

Estimation : pour tout € > 0,

(

S 1 : simulation dune suite de tirages.

1 o?
-S,—m| >¢ < —.
n ne

Ch.15 Couples et suites de variables aléatoires
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