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I. Rappels de PCSI

K=RouK=C

I.1 Rappels de PCSI : sous-espaces vectoriels
Définition 1.

Un ensemble E est dit K-espace vectoriel, pour les lois d'addition (interne) + et de produit (externe)-
Si :
— FE non vide, et est stable pour la loi +, qui est commutative et associative, admet un élément
neutre Og, et tout élément = de £ admet un opposé —x tel que x + (—x) = Og
— F est stable par multiplication a gauche par un scalaire par la loi -, qui est distributive par rap-
port & I'addition, associative par rapport & la multiplication dans K, admet pour élément neutre
multiplicatif 1y

d
exemple 1. R[X] = {Z a; X" d €N, (ag,...,aq) € Rdﬂ}

=0

Remarque 1. En pratique, pour montrer qu'un ensemble F' est un espace vectoriel, on montre qu’il est un
sous-espace vectoriel (s.e.v.) d’un espace-vactoriel le contenant :

— non vide et contenu dans un espace vectoriel de référence (R", 9, (C), F(R,R), R[X] ...)
— stable par combinaison linéaire (i.e. V(7,y) € F2ZVA €K, \v +y € F)

2
exemple 3. Ry[X] = {Z a; X"; (ag,ay,as) € RS} C R[X]
i=0

exemple 4. S,(R) = {S € M,(R); S =5} C M,(R).

I.2 Rappels de PCSI : normes
[Définition 2.}

Soit E un R-espace vectoriel. L'application || || : £ — R est une norme si :
i) Ve € E, ||z|| >0 (positivité);
Ve e E, [||z|| =0 = x=0g] (séparation);
i) Vo € E, VA e R, |[Az| = |A|||z]] (homogénéité);
)

iv) Y(z,y) € E?, |lz+y|| < ||lz|| + |ly]l (inégalité triangulaire) ;
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I.3 Rappels de PCSI : produit scalaire
[Définition 3.]

Une application B : £ x E — R est dite Si

Vy,y,z € E, VIER, <zjy+Az>=<z;y>+A<x;2> et <zx+A\y;2>=<x;2>+A<y;2>

[Définition 4 (Produit scalaire).]

L'application < e;e >: ¥ x I — R est un produit scalaire réel si :

(ile. Yo,w € B, < wyv >= < v;w >);

ii) < o;e> est bilinéaire|

iil) < e;@ > est |positive| (i.e. Vv € E, < v;v > > 0);

iv) <0;0>est(i.e.VveE,(<v;v>:0 =v=0g));

exemple 5. Pour tous © = (x1,...,2,) € Eet y= (y1,...,Yn) € R" on pose :

n
<xyy >= Z x;y;, produit scalaire euclidien canonique (p.s. usuel)
i=1

exemple 6. Pour £ = C([0, 1], R) on pose :
1
< fig>= / f(t)g(t) dt, produit scalaire sur E.
0

I.4 Rappels de PCSI : norme associée & un produit scalaire
[Définition 5.]

Si < e; e > est un produit scalaire sur £ on dit que I'application || || : =z +— /< z;x > est
la norme associée

[Proposition 1 (propriétés de la norme associée & un p.s.).}

Soit E/ un R-espace vectoriel euclidien pour le produit scalaire < ; > et || || la norme associée.

L'application || || : E — R vérifie les propriétés (caractérisant une norme ) :
i) Ve € E, ||| >0 (positivité) ;
Ve e E, [||z]| =0 =2 =0g] (séparation);
i) Ve € E, VA € R, ||[Az|| = |Al]|z]] (homogénéité);
)

iv) V(z,y) € E% ||z +y| < |zl + [ly]l (inégalité triangulaire) ;
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démonstration : la positivité et le caractére séparé de la norme découlent directement de la positivité et du caractére
défini du produit scalaire. L’homogénéité découle de la bilinéarité.
Enfin 'inégalité de Cauchy-Schwarz assure I'inégalité triangulaire. [

[Proposition 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz (rappel PCSI)).J

E espace vectoriel muni du p.s. < ;e >. Alors |V(u,v) € E?, | <ufv > | < /< ulu >\/< v|v >

en particulier, si || || 1z — /< z|r >, 0ona:|V(u,v) € E? | <ulv>]| < |ul ||v]|
En outre, il y a égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

démonstration :
Soient z,y € F fixés. On considére f: R - R, t —»< z + ty,x +ty > .
a) f est une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a 2 :
Vt, f(t) =< x|z >+ < tylz > + < 2ty > + < tylty >=< x|z > +2 < z|y > t+ < yly > t*.
b) < | > est positive, donc pour tout t € R, f(t) > 0.
c) Le discriminant A associé a f doit donc étre négatif (f ne peut pas changer de signe sur R).
A<= [2<zly>P?—4d<yly><zlz >< 0= 4 < zly >’< 4 <yly >< z|z >
— | <zly>| < V< yly >/< x|z >, car la racine carrée est croissante sur RT. [J

I.5 Rappels : base orthogonale
[Définition 6 (B.O.N.).}

Une famille B = (ey,...,e,) de E est dite base orthonormée si elle est libre et génératrice et vérifie :

. j 1 sie=y
v le. >= ¢ =
i,j € [1,n], <el|e] = ) { 0 siij

[Proposition 3 (expression du produit scalaire et de la norme a I'aide des coordonnées dans une b.o.n).}

n n
Si B = (ey,...,e,) est une base orthonormée de F, x = inei ety = Zyjej deux vecteurs de F de
=1 =

1
coordonnées respectives dans cette base (z1,...,2,) € R" et (y1,...,y,) € R", alors :

Vi € [1,n], z; =< e;|x >=< x|e; >
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dém : xq,...,x, sont les les composantes de = dans la base B.

n n
Pour i € [1,n], on a < z|e; >=< Zxkeﬂei >= ka < erle; >= zil|eil|* = .
k=1

k=1
Ona:
n n n n n
< $’y >=< Zxkek| Z YmCm >= Z Z TrYm < ek:|em >= Z:Ezyz
k=1 m=1 k=1 m=1 =1

n
En particulier, si y = 2, on a ||z]|* =< z|z >= me O
i=1

T n
Remarque 2. En posant X = ( 1) et Y = (,yl >, le calcul de < z|y >= Zxkyk € R s’identifie au calcul
Ty Un —
matriciel X7Y = Zxkyk € My (R).
k=1
[.6 Projection orthogonale sur un s.e.-v.
[Définition 7 (orthogonal d'un s.e.v.).j

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle sous-espace (vectoriel) orthogonal |'ensemble, noté
FJ_

défini par :

Ft={ycE;Vz€F, <zly>=0}.

[Proposition 4 (projeté orthogonal sur un s.e.v. de dimension finie).}

Soit (E,< | >) un espace préhilbertien (réel, de dimension quelconque) et F' un s.e.v. de E de
dimension finie.

Pour tout = € E, il existe un unique élément y € F tel que z —y € F; il est noté y = Pp(z) et est
appelé ’projeté orthogonal‘ de x sur F.

n
En outre, si (uq,...,u,) est une base orthonormale de F, alors| Pp(x) = Z < ujlz > uj.
j=1

démonstration : Soit B = (uy, ..., uy,) est une base orthonormale de F'.
analyse : Soient 2 € E et supposons qu'il existe un vecteur y € F tel que © —y € F*-.

n
Comme Yy € F, 3!()\1‘)19571 e K"; Yy = Z)\Zuz
i=1
Puisque z — y € FX, pour tout z € F, on a < z;x& —y >= 0. En particulier, pour tout j € [1,n], on a < ujlzr —y >= 0 (1).

n n
(1) <=< uyjlz — Z)‘iui >=0<=< uyjlz > — Z)\i < ujlu; >=0 <<= Aj =< uj|x >, car B est orthonormale.

i=1 i=1
n

On a donc nécessairement y = Z < uilr >y (2).
i=1

n
synthése : soit y donné par (2). On a y € F'. Par ailleurs, soit z € F. Il existe (y;)1<i<n € K"; 2z = Zuzul
i=1
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n n
Dot <z —ylz >=<z —y] Zuiui >= Zui (< zlu; > — < ylu; >) = Z“i (< xlu; > — <wy| <xlu; >u; >)=0.
i=1 i=1 —
Donc Vz € F, <z —y|z >= 0, donc y convient. J

I.7 Construction de bases orthogonales

[Proposition 5 (Algorithme de | Gram-Schmidt ).

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n € N* et B = (f1,..., f,) une base de vecteurs de
E. Pour i € [1,n], on note F; = Vect(f,..., fi).
1

En posant, |g; =

Mfl

i—1
: . N ) 1
puis, pour i allant de 2 a n, |g; = fi —p,._ (fi) = fi — Z < ge| fi > ge puis g; = mgg :
=1 ¢

la famille [BGS = (g1,.-.,9n) est une base orthonormée}.
f

i)

En outre V 1 < i <n, Vect(gq,...,9:;) = Vect(f1,...,

démonstration :

E est un R-e.v. de dimension n € N*, muni du produit scalaire < ; >, et || || la norme associée.
On montre par récurrence sur k € [1,n] la propriété
Pk :

1
« en posant, e; = T ||f1, et pouri allantde 23 k, €, = f; — Z < eg|fi > ex puis e; = l /Hei,
1 €
la famille (eq,. .., ex) est une base orthonormale de F}, = Vect(fl, o fB)e>»
initialisation : F; = Vect(f;) est une droite vectorielle de E, et f; est un vecteur non nul de F. Donc e; = H‘;—IH est
1
unitaire et /' = Re;.
hérédité : supposons Py, vraie pour un entier k € [[1,n — 1].
Fj.y1 est un s-.e.v. de I de dimension k + 1.
D'aprés I'hypothése de récurrence, (ey, ..., ex) est une base orthonormé de Fj,
k
Pour j € [1,k], < €jlefsy >=< e;|[frs1 — Y < erlfipr > ] >
=1
k k
¢
=< €| frp1 > —Z < eg|frop1 >< ejlee >=<€j|fr41 > — Z < €| foy1 > 5]’ =< €j|fror1 > — < é€j|foy1 >=0
/=1 =1
donc e, L Fy, et la famille (eq,. .., ey, €,,1) est orthogonale.
k
Par ailleurs, comme la famille (f1,..., fxy1) est libre, et que Z < eg|fxr1 > eg € Vect(eyq, ..., e,), on ne peut
=1

pas avoir eﬁﬁl = 0g, donc Chkt1 = H /H e existe et est unitaire.

Ainsi, d'aprés ce qui précéde, la famille 7y, = (e1, ..., €k, ex11) est une famille orthonormale, donc libre.

Par construction, Fyq = Fi, ® Vect(frr1), et Fry1 est contituée de k + 1 vecteurs de Fj,; de dimension k& + 1, donc
en est une base orthonormale, ce qui montre la propriété Py 1. [
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exemple 7. Pour £ = C([0, 1],R) on pose :

1
1]l = / f(t)? dt, la norme 2, associ¢e au produit scalaire usuel.
0

II. Normes en dimension finie

II.1 Normes sur R".

On se place dans le cas ou £ = R", pour un entier n > 1.

exemple 8. L’application || || : * — max{|z;|, 1 < ¢ < n} est une norme sur £ = R", appelée norme
infinie.

dém :

La positivité découle de la positivité de celle de la valeur absolue. L’homogénéité est directe.

|z]lo = 0= (Vi € [1,n], |z;| =0)= (Vi € [1,n], z; =0) =z =0g

Pour z,y € E, on a pour tout i € [1,n] : |z; + y| < |z5| + |yi| < ||2]loc + [|¥]loos done ||z + y|lee =
max{lz; +yif, 1 <i<n} <|lzfo + |yl

D’ou le résultat. [J

n

exemple 9. L’application || ||; : z — Z |z;| est une norme sur £ = R", appelée norme 1.
i=1
dém :
La positivité découle de la positivité de celle de la valeur absolue.
|2]loo = 0= |ai| = 0= (Vi € [1,n], 2;=0) =z =0p
i=1
Pour z € E, A€R ,ona: Y |Ax| =[A ) |z, donc [[Az]ly = [A|]|z[h

i=1 i=1

Pour z,y € B,ona: Y |oi+uyl <Y lail+ Y [yl done [lz +yll < el + [lyl
i=1 i=1 i=1

D’ou le résultat. O

exemple 10. L’application || ||3 : z — fo est une norme sur £ = R", appelée norme euclidienne ou
i=1
norme 2.
dém : Comme la précédente pour la positivité, le caractére défini et 'inégalité triangulaire. Pour I'inégalité
triangulaire, cela résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. [

II1.2 Comparaison de normes en dimension finie
[Définition 8.]

Deux normes N et N sur F sont dites équivalentes si :

3(D,G) eRY; Vx € E, G N(z) < N(z) < D N(z)

Ch.2 Espaces vectoriels normés, limites, continuité 7/15
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exemple 11. Pour tout z = (z1,...,x,) € R" on a:

2]loe < [l2ll2 < v/nll2]lo

Théoréme 6 (Admis).]

Soit £ = R" un R-espace vectoriel de dimension finie n.
Si N et N sont deux normes sur E, alors elles sont équivalentes.

exemples : B(a,0) =0, B¢(a,0) = {a}, B(a,1) ={z € E, ||z — al| < 1} est dite « boule unité »ouverte,
By(a,1) ={z € E,||x — a|| < 1} est dite « boule unité »fermée.

Remarque 3. ||z — al| est la distance euclidienne entre a et = lorsque || || est la norme euclidienne usuelle.

III. Boules

II1.1 Boule fermée
[Définition 9.}

Soient @ € E et r € RT. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r I'ensemble, noté B(a,r)
défini par : | B(a,r) ={z € E, ||z —a| <r}

exemples : B¢(a,0) = {a},
B¢(a,1) ={z € E, ||z — a|| < 1} est dite « boule unité »fermée de centre a.

Remarque 4. ||z — al| est la distance euclidienne entre a et = lorsque || || est la norme euclidienne usuelle.

I11.2 Parties bornées
{Définition 10.}

Une partie A de I'espace vectoriel normé (E, || ||) est dite bornée (par une constante M) si :

IM eR"; Ve e A, |z|| < M

exemple 12. {(z,7y) € R* 2% + y*> < 4} est borné (par 2 pour la norme euclidienne usuelle)

{Définition 11.}

Soient (£, || ||g) et (F,]| ||r) deux espaces vectoriels normés.
Une application f : E — F est dite bornée (par une constante M) si :

IM eRY; Ve € E, ||f(@)|lr <M

exemple 13. f: E > R, z s ¢ 7=
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I11.3 Boule ouverte

[Définition 12.]

Soient a € E et r € R™. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r I'ensemble, noté B(a,r)
défini par : | B(a,r) ={z € E, ||z —al <7}

exemples : B(a,0) =0, B¢(a,0) = {a}, B(a,1) ={z € E, ||z — a|| < 1} est dite « boule unité »ouverte,
B¢(a,1) ={z € E, ||z — a|| < 1} est dite « boule unité »fermée.

Remarque 5. ||z — al| est la distance euclidienne entre a et = lorsque || || est la norme euclidienne usuelle.

IV. Limites, continuité

IV.1 Définition

l.a) Limite d’une suite

[Définition 13.]

Dans un espace vectoriel normé (E, || ||), une suite (U, )nen € E" converge vers L € E si
Ve>0, ANeN, Vn >N, ||U, - L|| <¢

Si tel est le cas, on note : lim U, =L
n—-+o0o

Remarque 6. En dimension finie, en notant || ||, : X — max |z;| la norme infinie, cela revient & :
K3

Ve >0, dng € N, Vn >ng, [| X, —L|| <e¢

Comme toutes les normes équivalentes (dim finie), cette notion de limite quantifiée s’étend pour toute autre
norme sur R? :

Ve >0, Ing € N, Vn >ng, || X, — L||, <e

1.b) Limite d’une fonction en un point adhérent

[Définition 14.]

Soit A une partie de E. Un point A € A est dit point adhérent & A si

Ve >0, B(A,e)NA#()

Ch.2 Espaces vectoriels normés, limites, continuité 9/15
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| Définition 15 (Limite). |

Soient (E,|| ||g) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels normés, A une partie de E, et A € E un point
adhérent 3 A. Une application f : £ — F admet une limite L en A si:
Ve>0,dIn>0, VX €A | X-Al,<n=|f(X)—-L|,<e

Sitel est le cason note cela  lim  f(X)=Lou f(X) —— L
X—A, XeA X—A

1.c) Continuité d’une fonction
[Définition 16 (Continuité).}

Soient (E,|| ||g) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels normés, A une partie de E, et A € E un point
adhérent 3 A.

Une application f : ' — F est dite continue en A si :
Ve>0, In>0, VX € A, | X —All, <n=|f(X)-f(4)

<eg

I

[Définition 17.}

Soient (E, || ||z) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels normés, et A C E.
Une application f : F — F est dite continue sur A si elle est continue en tout point de A

exemple 14. f:R?> - R; (x,y) — € + y est continue sur R

Ch.2 Espaces vectoriels normés, limites, continuité 10/15
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V. Propriétés
V.1 Limites

,—[Théoréme 7 (limite et coordonnées).]

)
Dans E e.v.n. de dimension finie égale a p muni d'une base B = (ey,...,¢,)
lim U, =/ <= (Vi €[l,p], lim U,;= &),
n—+00 n—+o00

ou l'indice i désigne la iéme coordonnée dans la base B.

démonstration : comme || || est équivalente a || ||, on obtient le résultat. (J

[Définition 18 (limite en dimension finie).}

On dit qu'une suite (X, (2p1;...;Tnp)), oy de vecteurs de ' = R” converge vers L({y;...;(,) si:

VZ € [[Lp]]v :L‘n,i —_— Ez
n——+o0o

exemple 15. La suite (U,) = ((1 + 1/n)",sin(1/n)) converge vers (e, 0).

Notation 1. Lorsqu’une suite vectorielle (X,,) converge vers une limite L, on note cela : | X, —+> L
n—-—+0oo

V.2 Propriétés

[Proposition 8.}

Toute suite convergente est bornée.

démonstration : ce résultat a été vue pour une suite réelle en PCSI. Pour une suite vectorielle on utilise la norme
infinie : toutes les composantes sont bornées.

[Proposition 9.]

Toute suite extraite d'une suite convergente converge, vers la méme limite.

démonstration : ce résultat a été vue pour une suite réelle en PCSI. Pour une suite vectorielle on utilise la norme
infinie : cela est vraie pour toutes les composantes.

exemple 16. Suite de matrices

Ch.2 Espaces vectoriels normés, limites, continuité 11/15
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[Proposition 10 (opérations sur les Iimites).J

SiX, —— X, Y, —— Y, alors pour A € K, ona:

n—-+00 n—-+4o0o
A X, +Y, —+> AX +Y
n—-+o0o

démonstration : on se raméne au cas réel pour les composantes.

Remarque 7. Idem pour les limites infinies et les théorémes sur les cas d’indétermination de limites restent
inchangés sur les composantes.

V.3 Limite d’une fonction

3.a) Limite d’une fonction de la variable réelle
Soit I un intervalle réel non vide. On note || || une norme sur R".

[Définition 19.}

On dit qu'une application f : I — R" admet une limite vectorielle £ en a € I si :
Ve>0, >0, Ve el, [z—a|<n=|flx)—{ <e

Remarque 8. Cela ne dépend pas du choix de la norme || || sur £ : elles sont toutes équivalentes!
On note cela également f(z) — 14
r—a, rE

3.b) Limite séquentielle
[Proposition 11.]

En dimension finie, la notion de limite ne dépend pas de la norme choisie.

démonstration : elles sont toutes équivalentes! [J

(Proposition 12 (Caractérisation séquentielle).]

Soient (E, || ||z) et (F,|| ||») deux espaces vectoriels normés, A€ E{€ Fet f: E— F.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. )?LHAJC(X) =/
2. Pour toute suite (X,,) € E" telle que lim X, =A, ona lim f(X,) ="/

n—-+o0o n—-+o0o

démonstration :
o1)=2):
Supposons 1). Pour (X,,) une suite qui converge vers A.
Soit € > 0; on sait qu'il existe n > 0 tel que : VX € D, || X —Al|lg <n=||f(X)—{]|r<e
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Mais comme il existe N € N tel que : Vn > N, || X,, — A||g < n, on obtient :
vn = N, [f(X) = {llr < e donc lim f(X,)=1{
n—-—+0o0

e 1) = 2) : On va démontrer la contraposée :
« NON f(X) 7 ¢ »= « il existe une suite (X,,) convergente vers A telle que (f(X,,)) ne converge pas vers
—

l>

Supposons que f(X) ne tend pas vers ¢ lorsque X — A. En niant la définition de limite, on obtient |'existence
d'un € > 0 tel que :

V>0, 3w e D; [|X - Allp <net [|[f(X)—L][r > €]
L 1 :
En particulier, on posant n = —, pour n € N*, on obtient :
n
1
Vn e N*, 3X, € E; [|X,, — Allg < - et [|[f(Xn) —{)|F > €]
Mais alors la suite (X,,) converge vers A, alors que la suite f(X,) ne peut converger vers ¢. (.

V.4 Opérations sur les limites
[Proposition 13.}

Soient E, F, G des K- e.v. de dimension finie, a € E/, b,c € F.
Si f(X) <~ betsig(X) ~ G alors pour tout A € K,
—a —a

X g(X) + f(X) —> A+

démonstration : OK pour les suites, d'aprés le cours de PCSI. La preuve est identique, avec des normes []

[Proposition 14.}

Soient E, F,G des K- e.v. de dimension finie, a € £, be F, ce G.
Si f(X) ——betsi g(Y) — ¢, alors
X—a Y—b

9(f(X)) —— ¢

démonstration : OK pour les suites, d'aprés le cours de PCSI. La preuve est identique, avec des normes [

VI. Continuité

VI.1 Continuité en dimension finie

Remarque 9. Si E et F sont des R-espaces vectoriels de dimensions finies, alors || ||, est équivalente & || || g,
et || ||, est équivalente & || || co-

En particulier, il existe deux constantes K > 0 et C' > 0 telles que :
Vo € B, |Jellpe < Kllol, et Vy € P, lyllre < Cllyl,

Donc si f de (E, || ||5) vers (F,|| ||,) est continue, pour tout € > 0, en prenant " associé a ¢’ =¢/C, on a :

Ch.2 Espaces vectoriels normés, limites, continuité 13/15



E.V.N., limites, continuité' PC s+ CPGE
Maths Brizeux

M Roger Quimper

st [ X — Allpee <0//K, alors | X — A, <n, done [|f(X) = f(A)re < CIFX) — A < e
Alnsi [|[ X — Allpoe < 0//K = [[f(X) = f(A)]. <€
On en déduit que la notion de continuité ne dépend pas des normes choisies

Théoréeme 15.}

Soit f:RP = R", (x1,...,2p) = (fi(x1,...,xp); .5 fulz, .., 7)), et (fi)i<i<n SesS composantes.
Alors f est continue sur R" si et seulement si ses composantes le sont.

démonstration : le résultat est vrai pour R™ muni de la norme infinie ||y|/o = max |y;|
1<i<n

exemple 17. f: R* = R; (z,y) — " + y est continue sur R?.

V1.2 Continuité d’une fonction de la variable réelle

Cas particulier : Soit I un intervalle réel non vide. On note || || une norme sur R".

[Définition 20.}

Une application f: I — R" est dite continue en a € [ si :
Ve>0,In>0,Vz el |x—a|<n=|f(z) - fla)| <e

Remargue 10. Cela ne dépend pas du choix de la norme || || sur E : elles sont toutes équivalentes !

f est continue en a si et seulement si f(x) —— f(a)
z—a, x€l

[Définition 21.]

Une application f : I — R" est dite continue sur [ si elle est continue en tout point de /

exemple 18. f: R — R? ¢~ (cos(t),sin(t),t) est continue sur R.

[Proposition 16 (continuité et composantes).}

f: I — R" est continue en «a si et seulement si ses composantes fi,..., f, : I — R le sont.

V1.3 Fonctions usuelles
[Proposition 17.}

Toute composée d'applications continues est continue.
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[Définition 22.}

Soit kK € R*. Une application f : E — F est dite k-lipschitzienne si :
Ve,y € E, |[f(y) — f@)|lr < klly — 2|5

i.e. : les images « s'éloignent »au plus d'un facteur k.

[Définition 23.}

Une application f : £ — F est dite lipschitzienne s'il existe un réel positif & telle qu'elle soit
k-lipschitzienne

exemple 19. 'application f: R — R, = — Arctanz, est 1-lipschitzienne, car :

Va,y € R, | Arctany — Arctanz| < sup {

} ly — x|, d’aprés I'inégalité des accroissements finis.
teR

1+¢2

exemple 20. Papplication || ||g: E — R, est 1-lipschitzienne, car Vz,y € E, |||lylle — ||zllg| < |ly — z|| &

Théoréme 18. |

Si f: E — F est lipschitzienne, alors elle est continue sur E.

démonstration :

Soit a € E fixé, montrons que f est continue en a. Soit & > 0 tel que f est k-lipschitzienne. Le cas k = 0 est trivial.
supposons k > 0.

. £
Pour tout € > 0 flxe, en posant n = E on a alors :

VeeE, |z—alp<n=|f(z)=fla)llr <kn=e

Ce qui montre la continuité de f en a 0.

[Définition 24.}

On appelle application polynomiale toute application de la forme P : K* — K, (z1,...,2,) —
d

Z( Z ai17,,,7in)x§1 .. I;L”

J=0 i1+ tin=j

Théoréme 19. |

Toute application polynomiale P : K" — K est continue sur K".

démonstration :
Toute fonction mondéme M : (z1,...,x,) est un produit de fonctions continues, donc est continue. [J
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