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I. Rappels de PCSI : bases orthonormées, projection

On se place dans E un R-espace vectoriel de dimension finie 72, muni d'un produit scalaire < | >, et on note
| || : 2 = /< x|z > la norme associée. On dit aussi que (E, || ||) est un espace euclidien.

I.1 produit scalaire

[Définition 1.}

Une application B : £ x E — R est dite Si

Vy,y,z € E, VIER, <zjy+Az>=<z;y > +A<x;2> et <x+A\y;z2>=<x;2>FA<y;2>

[Définition 2 (Produit scalaire).]

L'application < e;e >: ' x I — R est un produit scalaire réel si :

i) < e;@ > est ’symétrique‘
(ile. YVo,w € B, < wyv >= < v;w >);

i) < o;¢ > est |bilinéaire|

iii) < e;@ > est|positive|(i.e. Vv € E, < v;v > > 0);

iv) <o;0>est(i.e. YVoe E,(<v;v>=0 =v=0g));

exemple 1. Pour tous = = (z1,...,2,) € Eety = (y1,...,y,) € R" on pose :

n

<mzyy >= Z x;y;, produit scalaire euclidien canonique (p.s. usuel)
i=1

exemple 2. Pour £ = C([0,1],R) on pose :
1
< fig>= / f(t)g(t) dt, produit scalaire sur E.
0

l.a) norme associée a un produit scalaire
Définition 3.

Si < ;@ > est un produit scalaire sur £ on dit que I'application || || : = — /< z;2 > est
la norme associée
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[Proposition 1 (propriétés de la norme associée & un p.s.).}

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien pour le produit scalaire < ; > et || || la norme associée.

L'application || || : E — R vérifie les propriétés (caractérisant une norme ) :
i) Ve € E, ||| >0 (positivité) ;
Ve e E, [||z]| =0 =2 =0g] (séparation);
i) Ve € E, VA €R, ||Az|| = |\|||z]| (homogénéité);
)

iv) V(z,y) € E% [z +y| < |zl + [ly]l (inégalité triangulaire) ;

démonstration : la positivité et le caractére séparé de la norme découlent directement de la positivité et du caractére
défini du produit scalaire. L’'homogénéité découle de la bilinéarité.

Enfin I'inégalité de Cauchy-Schwarz assure I'inégalité triangulaire. (J

[Proposition 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz (rappel PCSI)).]

E espace vectoriel muni du p.s. < ;e >. Alors |V(u,v) € B2, | <ulv > | < /< ulu >\/< v|v >

en particulier, si || || 12 — /< z|z >,ona:|VY(u,v) € E? | <ulv>]| < |ul ||v]|
En outre, il y a égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

démonstration :
Soient .,y € E fixés. On considére f: R > R, t —< x +ty,z +ty > .
a) f est une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a 2 :
Vi, f(t) =< z|z >+ < tylz > + < x|ty > + < ty|ty >=< x|z > +2 < 2|y > t+ < yly > .
b) < | > est positive, donc pour tout t € R, f(t) > 0.
c) Le discriminant A associé a f doit donc &tre négatif (f ne peut pas changer de signe sur R).
A<Oe=2<zly>?—d<yly><zlr ><0e=4<zjy >’<4d<yly >< z|lx >
— | <zly>| < V/<yly >\/< x|z >, car la racine carrée est croissante sur RT. [J

[Proposition 3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz (rappel PCSI)).J

E espace vectoriel muni du p.s. < e;e >. Alors |V(u,v) € E?, | <ufv > | < /< ulu >/< v|v >

en particulier, si || || :z — /< z|z >, ona:|Y(u,v) € E* | <ulv>| < |jul |||
En outre, il y a égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

démonstration :
Soient z,y € E fixés. On considére f: R = R, t —»< z +ty,x +ty > .
a) f est une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a 2 :
Vi, f(t) =< z|z >+ < ty|lz > + < x|ty > + < ty|ty >=< z|x > +2 < 2|y > t+ < yly > t°.
b) < | > est positive, donc pour tout t € R, f(¢t) > 0.
c) Le discriminant A associé a f doit donc &tre négatif (f ne peut pas changer de signe sur R).
A<= 2<zly>P?—4d<yly><zlz ><0=4 < zly >’<4<yly >< x|z >
| <zly>] < \/< yly >\/< x|z >, car la racine carrée est croissante sur R*. [J
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I.2 Rappels : famille orthogonale
[Définition 4.}

Une famille 7 = (x4, ..., x,) de vecteurs de E, pour n € N* fixé, est dite orthogonale si :
Y(i,5) € [1,n]*, i #j =< zilz; >=0

,—[Théoréme 4 (de Pythagore).] \

Soit F = (vy,...,v,) une famille orthogonale de vecteurs de E. alors Zv,

=1

Z il .

n n n n n
dém : Par bilinéarité : < Zvl| Zvj >= ZZ < vijv; >= Z < vilv; >
i=1 j=1 i=1

i=1 j=1

[Proposition 5.}

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

dém : par Pythagore 0 = Z | \izs]|? donc \iz; = O pour tout i.
Variante directe : soient n € N*, F = (x1,...,2,) une famille de vecteurs non nuls de E telle que :

Y(i,7) € [1,n], i #j =< zi|lz; >=0

Soit (A1,...A,) € R" tel que : Z)‘ixi =0g (%)

=1

Pour j € [1,n], on a donc 0 =< z;|0g >( )< ]| Z)\ vy > = Z)\ < xjlzi >= \j||lz;]], et z; non nul

=1 =1

donc ||z;]|* # 0. Ainsi \; = 0. O

1.3 Rappels : base orthogonale
[ Définition 5 (B.ON.). |

Une famille B = (ey,...,e,) de E est dite base orthonormaée si elle est libre et génératrice et vérifie :
. ; 1 sii=j
Je. >= § =
Vi,j € [1,n], <eile; >= ¢ { ) oty
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[Proposition 6 (expression du produit scalaire et de la norme a I'aide des coordonnées dans une b.o.n).}

n n
Si B = (ey,...,e,) est une base orthonormée de E, x = inei ety = Zyjej deux vecteurs de E de
=1 =1
coordonnées respectives dans cette base (z1,...,z,) € R" et (y1,...,y,) € R", alors :

Vi€ [1,n], z; =< e;lx >=< ze; >

dém : x1,...,x, sont les les composantes de x dans la base B.

n n
Pour i € [1,n], on a < z|e; >=< Zxkek\ei >= Zxk < erle; >= xilleil]* = 2.

k=1 k=1
Ona: . . o :
< $’y >=< Z$k€k| Z YmCm >= Z Z TrYm < 6l<:|6m >= szyz
k=1 m=1 k=1 m=1 =1

n
En particulier, si y = 2, on a ||z]|* =< z|z >= me O
i=1

T Y . o
Remarque 1. En posant X = ( 1) et Y = ( 1), le calcul de < z|y >= Zxkyk € R ¢’identifie au calcul
M Yn —

matriciel X1Y = Zxkyk € My (R).
k=1

I.4 Projection orthogonale sur un s.e.-v.

[Définition 6 (orthogonal d'un s.e.v.).}

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle sous-espace (vectoriel) orthogonal |'ensemble, noté
FJ_

défini par :

Ft={ycE;Vz€F, <z|ly>=0}.
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[Proposition 7 (projeté orthogonal sur un s.e.v. de dimension finie).}

Soit (E,< | >) un espace préhilbertien (réel, de dimension quelconque) et F' un s.e.v. de E de
dimension finie.

Pour tout = € F, il existe un unique élément y € F tel que 2 —y € F-; il est noté y = Pp(x) et est
appelé ‘projeté orthogonal‘ de x sur F.

n
En outre, si (uq,...,u,) est une base orthonormale de F, alors | Pr(x) = Z < ujlr > uj.
J=1

démonstration : Soit B = (uy, ..., u,) est une base orthonormale de F.
analyse : Soient = € E et supposons qu’il existe un vecteur y € F tel que z —y € F+.

n
Comme (VRS F, Hl(Ai)lgiSn cK"; Yy = Z)\iui.
i=1
Puisque z —y € F*, pour tout z € F, on a < z;ox —y >= 0. En particulier, pour tout j € [1,7], on a < ujlz —y >=0 (1).

n n
(1) =< ujlz — Z Aty >= 0 =< yjlz > — Z Ai < ujlu; >=0<= Aj =< uj|z >, car B est orthonormale.
i=1 i=1
n

On a donc nécessairement y = Z < uile > u; (2).
i=1 .
synthése : soit y donné par (2). On a y € F. Par ailleurs, soit z € F. |l existe (j4;)1<i<n € K*; 2 = Zumz
Dot <z —ylz >=< x — y| Zuiui >= Z“i (< zlu; > — < ylu; >) = Z/“ (< xlu; > — < u| < xlu; > u; >) =0.

i=1 i=1 i=1

Donc Vz € F, <z —y|z >= 0, donc y convient. O

I.5 Construction de bases orthogonales

[Proposition 8 (Algorithme de | Gram-Schmidt ).

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n € N* et B = (f1,..., f») une base de vecteurs de
E. Pour i € [1,n], on note F; = Vect(f,..., fi).

1
En posant, | g, = mﬁ :
1

i—1
. . N ) 1
puis, pour i allant de 2 a n, | ¢ = f; —pFi_l(fi) =f; — Z < gelfi > ge puis g; = Hg,Hgg ,
=1 ¢
la famille [BGS = (g1, --,9n) est une base orthonormée}.
En outre V1 <i <mn, Vect(g,...,9;) = Vect(fi,..., fi).
démonstration :
E est un R-e.v. de dimension n € N*, muni du produit scalaire < ; >, et || || la norme associée.
On montre par récurrence sur k € [1,n] la propriété
Pk .
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L,
« en posant, e; = T ”fl, et pouriallantde 23 k, e, = f; — Z < eg|fi > ex puis e; = _|| ,”ei,
1 &
la famille (ey, ..., ex) est une base orthonormale de F}, = Vect(fl, o Jk)»
initialisation : F; = Vect(f;) est une droite vectorielle de E, et f; est un vecteur non nul de F'. Donc e; = ﬁ est
1
unitaire et F' = Re;.
hérédité : supposons Py, vraie pour un entier k € [1,n — 1].
Fy. 1 est un s-.e.v. de E de dimension k + 1.
D'aprés I'hypothése de récurrence, (ey, ..., ex) est une base orthonormé de Fj,
k
Pour j € [1,k], < €flef,y >=< e[ fut1 — Z < epl fre1 > €] >
=1
k k

=< ejlfrrr > =) < el frrr >< ejler >=<ejlfrrr > =Y < erlfrrr > 6 =< ej|frrr > = < il frr1 >=0

=1 =1
donc €, L Fy, et la famille (eq, ..., e, €} ;) est orthogonale.

k
Par ailleurs, comme la famille (fi,..., fxr1) est libre, et que Z < eg|fer1 > er € Vect(eq, ..., e,), on ne peut
=1
pas avoir eﬁﬂﬂ = 0p, donc Chkt1 = H /” e existe et est unitaire.
Ainsi, d’aprés ce qui précéde, la famille Fi1 = (eq, ..., ex, ery1) est une famille orthonormale, donc libre.

Par construction, Fj. 1 = Fy, ® Vect(frr1), et Fry1 est contituée de k + 1 vecteurs de Fj.; de dimension £+ 1, donc
en est une base orthonormale, ce qui montre la propriété Py 1. [

I.6 Rappels : Somme directe orthogonale

[Définition 7 (sev. orthogonaux).}

On dit deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont orthogonauxsi:Vf € F, Vg€ G, < flg >=0.

[Proposition 9 (somme directe orthogonale).}

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F orthogonaux, alors la somme F' + G est directe. On
dit qu’elle est directe orthogonale, et on note F +G =F @G = F &+ G.

dém : Pourx € FNG,ona<z|lr>=0,doncz=0g O

[Proposition 10 (somme directe orthogonale).}

Pour E de dimension finie, si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors | E = F @&+ F*|.
dim(F+) = dim E — dim(F)

démonstration : En effet comme F L FX,ona F+Ft=FaolFlcE

Ch.9 Espaces euclidiens ; Isométries; Endomorphismes symétriques 7/21
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pour z € E, on a & = Pp(x) 4 (z — Pp(z)) € F+ F+. O

Terminologie : pour E e.v. de dimension finie, et ' un s.e.v. de E, on dit que F'* est le supplémentaire orthogonal
de F.

1.7 Rappels : distance a un s.e.v.
(Proposition 11 (inégalité de Bessel).]

Si F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de |'espace vectoriel E et x € E fixé.
Alors :

Ve € E, [lz]| > [ Pr(z)]

De plus le vecteur Pp(z) est I'unique vecteur yo € F tel que ||z — yol| = mijg |z — yl|
ye

d(z, F)

OE

F
dém :
e La relation = Pp(z) + (z — Pp(z)) implique ||z||> = ||z — Pp(x)||* + 2 < 2 — Pp(z)|Pr(z) > +||Pr(z)|?
done que |l2]2 = | Pr(x)| + d(z, F)? > | Pr(x)|%. d'oi 2] > [|Pr ()]

e On va ensuite montrer que 'application FF — R atteint son minimum en un unique point y,,;, de F, qui
y — lz—yl
est yo = Pp(x).
Pour z € E et y € F, on a dans la somme directe £ = F &+ F+ .
Tr = PF(JE) + ({L‘ - PF(CC))
Donc
o =yl = e = Pr(z)) + Pr(z) — y|* = lo = Pr(a)|*+2 < & = Pe(a)| Pe(a) =y > +| Pr(z) — |
= |l = Pp(2)|I” + [|Pr(z) — ylI” = [|[Pr(z) — || avec égalité ssi y = Pp(x).
Donc ||z — y|| > || Pr(x) — y|| avec égalité ssi y = Pr(z), d’ou le résultat. O

Remarque 2. Ainsi d(z, F) = inf{||lx — y||; y € F} = ||z — Pr(x)||. est la distance de = & F.
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II. Isométries
On se place dans un R-espace vectoriel de dimension finie E est, muni du produit scalaire < | >, et on note
||| : 2 — /< x|z > la norme associée. On dit aussi que (E, || ||) est un espace euclidien.
II.1 Isométries, normes et produit scalaire
1.a) Définition
[Définition 8.]

Un endomorphisme d'un espace euclidien E est une isométrie vectorielle s'il conserve la norme.
On note O(F) ={u € L(E) ; Yz € E, ||u(z)|| = ||z||} I'ensemble des isométries de E.

1.b) Propriétés
[Proposition 12.}

Si u € L(FE) conserve la norme, alors u est bijectif, donc est un automorphisme.

démonstration :
Six € E est tel que u(x) = Og, alors ||z|| = ||u(x)|| = 0, donc par caractére défini de la norme || ||, ona x = Op.
D'ou Ker(u) C {Og}. L'autre inclusion est vrai car Ker(u) est un s.-e.v., donc Ker(u) = {0g}, donc u est injective.
Mais alors u est un endomorphisme injectif, donc (conséquence du théoréme du rang) u est bijectif. [J

[Terminologie 9.}

On appelle automorphisme orthogonal de £ toute isométrie de E.

[Proposition 13.}

Soit u € L(FE), avec E euclidien muni du produit scalaire < | >, et || || la norme associée. Alors
u est une isométrie si et seulement si

Ve,y € B, <u(r)lu(y) >=< z|ly >

démonstration : Si u conserve le produit scalaire, alors pour x € E, on a :

lu(z)|| = /< u(x)|u(z) > = +/<z|z > =]z, donc u conserve la norme.

ueO(E)
Si u conserve la norme, alors pour x,y € E, on a :
1 1
<u@lety) > = (@) + ) - Ju(e) ~ u@)P) = § (lute+ )P = e - I
1 ) )
om 1 (llz + ylI> = llz = ylI*) rolariaation x|y >, donc u conserve le produit scalaire. [
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[Proposition 14.}

Soit u € L(F), avec E euclidien muni du produit scalaire < | >, et || || la norme associée. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) u est une isométrie

ii) Pour toute base orthonormée B = (ey,...,e,) de E, u(B) = (u(e1),...,u(e,)) est base ortho-
normée de E.
i.e. limage par u de toute base orthonormeée est une base orthonormée

iii) Il existe une base orthonormée B = (ey,...,e,) de E, u(B) = (u(ey),...,u(e,)) est base ortho-
normée de E.
1.e. l'image par uw d’une base orthonormée est une base orthonormée

démonstration : i) = ii) découle de la propriété précédente : pour B = (ex)i1<k<n une b.o.n., on a pour tout
(i, ) € [1,n]*: |
i eile; weo(B) u(e;)|u(e;)
i1) = 1) est immédiat.
iii) = i) :
Pour B = (ey,...,€e,) b.o.n. telle que u(B) = (u(ey),...,u(e,)) b.o.n., on a pour (z1,...,z,) € R et x = inei,

i=1
n

comme par linéarité u(x) = E z;u(e;), en utilisant la formule de calcul de la norme a I'aide des décompositions dans
i=1

n
> at = |u(@)l.
i=1

lemme 15. Soient u € O(E), et F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors u(F) = F

démonstration : la restriction de w a F, wp : F' — F, la restriction de u a F, est injective. Comme F' est de
dimension finie, elle est donc bijective.

[Proposition 16.}

Soient u € O(F), et F' un sous-espace vectoriel de E.
Si F est stable par u, alors F'+ = {y € E; Vx € F, < x|y >= 0} est stable par w.

démonstration : Pour y € F*, on a : pour tout z € F, 0 =< z|y > (?(E)< u(z)|u(y) >, donc u(y) est
ue

orthogonal a u(F) = F (d'apres le lemme).
Ainsi, u(y) € F+. O
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I1.2 Reéflexions
[Définition 10.]

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Pour tout sous-espace vectoriel H de dimension n — 1
de E de dimension n — 1, on appelle réflexion par rapport 3 H (ou d'axe la droite H*) la symétrie sy
par rapport a F dans la direction H+ définie par :

Vhe Hde H*, sy(h+d)=h—d

(2e-y) " =

[Proposition 17.}

Dans une base B adaptée a la somme directe E = F @&+ F*, la matrice de la réflexion sz par rapport a

F de dimension n — 1 est :
_ [nfl Onfl,l
Matg(sp) = (Ol,n—1 1 )

exemple 3. Réflexion en dimension 2 :
o —b
Pour v = (Z) vecteur unitaire de E = R?, le vecteur w = ( a ) est tel que B’ est une base orthonormée

de E adaptée a la somme directe H = Vect(v) @+ Vect(w).
La réflexion sy par rapport & H = Vect(v)est donnée par :
Va, B € R, sy(av + fw) = av — pw.

Matg (sp) = ((1) _01) et pour P = Passpg_z = (Z _b) on a:
B 1 0 4 fa =b\ (1 O 1 a b\ (a®*—b 2ab cos(260) sin(260)
Matg(sp) = P (0 —1) = (b a ) (0 —1) a? + b2 (—b a) N ( 2ab  b* —a?) \sin(20) cos(26)

a
exemple 4. Réflexion en dimension 3 :
a

Pour u = | b | vecteur unitaire de £ = R® et des vecteur v,w tels que B = (u,v,w) est une base
c

orthonormée de E adaptée & la somme directe H = Vect(u, v) &+ Vect(w).
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La réflexion sy par rapport & H = Vect(u, v)est donnée par :
Va,B,v € R, sg(ou+ fv+ yw) = au + fv — yw.

1 0 0
MatB/(SF) = 0 1 0
0 0 -1

I1.3 Matrices orthogonales

[Définition 11 (Matrice orthogonale).}

Une matrice de M,,(R) est dite orthogonale si I'endomorphisme de R™ qui lui est canoniquement
associé est une isométrie vectorielle.
On note O, (R), ou O(n), I'ensemble des matrices orthogonales de 91, (R).

[Proposition 18.}

Une matrice M € 90, (R) est orthogonale si et seulement si MM™ = I,, ou M*M = I,.

démonstration : Notons B.,, = (e1,...,e,) la base canonique, orthonormale de £ = R", et u I'endomorphisme
canoniquement associé a M.

Notons (u(eq),...,u(e,)) les vecteurs de £ = R™ correspondants canoniquement respectivements aux vecteurs
colonnes (C1,...,C},) de la matrice M.

M est orthogonale ssi u isométrie
ssi V(i,§) € [1,n], < eile; >= 8! ’
ssi V(i,7) € [1,n], <u(e;)|u(e;) >= 0]
ssi V(i,7) € [1,n], CI x C; = (8) € M (R)
ssi MM = 1,
L'inverse NV a droite de M est nécessairement inverse a gauche, car MN = I, et PM = I, impliquent P =
PMN=N [

[Proposition 19.}

Une matrice M € 9, (R) est orthogonale si et seulement si elle est une matrice de changement de bases
orthonormales

démonstration : c.f. caractérisation par I'image d'une b.o.n :

Notons u I'endomorphisme canoniquement associé a M. La base canonique B = (F4,..., FE,) est une base
orthonormale de 9, ;(R) = E.

M orthogonale <= u € O(F) <= B =u(B) = (C;...,C,) b.o.n. de E <= M matrice de changement de

carac
b.o.n. O

Remarque 3. Si M € O,(R), alors ses colonnes (C4, ..., ¢,) forment une base orthonormée de M € M, ;(R).
H.P. : dans le cas n = 3 il suffit de vérifier ||C1]| =1 = ||Cy| et C1 A Cy = C5 ou C; A Cy = —C5
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II.4 Groupe orthogonal
[Proposition 20 (Groupe Orthogonal).]

O,(R) est non vide, stable par passage a l'inverse, et stable par produit :
VA, B € O,(R), AB™' € O,(R).

démonstration : I, € O,(R).

Pour A,B € O,(R), on a B inversible, B~* = BT, et (AB")"(AB") = BATAB" = BB" = I,, donc
AB'€0,(R). O

[Proposition 21 (Groupe Orthogonal).}

Si A € O,(R), alors det(A) € {—1,1}.

démonstration : 1 = det(I,,) = det(ATA) = det(AT) det(A) = det(A)*. O

[Définition 12.]

L'ensemble des matrices orthogonales de déterminant égal a 1 est appelé groupe spécial orthogonal,
et est noté SO, (R).

L'ensemble des isométries de déterminant égal a 1 est appelé groupe des isométries directes, et est

noté SO(n).

[Proposition 22 (Groupe Spécial Orthogonal).}

SO, (R) est non vide, stable par passage a l'inverse, et stable par produit :
VA, B € SO, (R), AB™" € SO, (R).

démonstration : I, € SO, (R).
Pour A, B € SO,(R), on a B inversible et on a vu AB™' € O,(R).

et comme det(B) =1, on a det(B 1) = 1, donc det(AB~') = 1, donc AB™' € SO,(R). O

II.5 Orientation d’un espace euclidien

Remarque 4. Par convention, on choisit de dire que la base canonique B de R™ est une base orthonormée directe.
Pour toute autre base B’ de R", en notant P la matrice de passage de B a B’ :

— si det(P) =1, on dit que B’ a méme orientation que B et est une base orthonormée directe.
— sidet(P) = —1, on dit que B’ a orientation contraire 4 B et est une base orthonormée indirecte.
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III. Isométries vectorielles d’un plan euclidien
III.1 Groupe orthogonal du plan

[Proposition 23 (Détermination des matrices de 02(]1%)).}

Toute matrice de O(RR) est de I'une des formes suivantes :

cos(f) —sin(6) ) : ) :
1. (sin(@) cos(6) pour un réel 0 si son déterminant vaut +1.
5 cos(f)  sin(0)
-~ sin(0)

pour un réel 0 si son déterminant vaut —1.
sin —cos(0)

a ¢ @’ +b° = 1
démonstration : M = . Comme MM =1,, on a ac+bd = 0
b d 5
c+d 1
On remarque qu'il existe 0, ¢ €] — 7, 7] tels que a = cos(f) et 4 ¢ 7 cos(0)
’ ’ b = sin(0) d = sin(p)

En effet, dans le cas b > 0, on a a € [—1, 1], et en posant § = Arccos(a) € [0, 7], on obtient a = cos et comme
sinf>0etl—a?>=1—cos’f =sin’0 =0% ona0<b=sinb.
Dans le cas b < 0 et a € [0, 1], en posant § = Arcsiné € [—7/2,7/2], on obtient b = sinf et comme cosf > 0 et
1—0>=1-—sin’0 =cos’6 =a? ona0<a=cosh.
Dans le cas b < 0 et a € [—1,0[, comme —b > 0 et —a > 0, on sait qu'il existe w € [0,7/2] tel que —a = cosw et
—b = sinw. Mais alors a = cos(w — 7) et b = sin(w — 7) ; il suffit de poser 0 =w — 7 €] — 7, —7/2].
De méme pour .
{ ac+bd = 0 donc{ cosfcosp —sinfsing = 0 soit{ cos(f —¢) = 0
ad —bc = det(M) ' cosfsinp +sinfcosp = det(M) ’ sin(0 — ) = det(M) e {-1,1}
Car det(M)? = det(M* M) = det(l5) =1

_ B B T ~ (cos(f) —sin(h)
Sidet(M) =1, alors 6 = ¢ + 5 mod 27 et M = (sin(@) cos()

. o = ~ (cos(f) sin(0)
Si det(M) = —1, alors 6 = ¢ b) mod 2r et M = (sin(&) — cos(f) -

[Proposition 24 (Détermination des matrices de SOQ(R)).J

ona s0,(8) = { (50 0 e}

démonstration : corollaire direct en calculant les déterminants

[Définition 13.]

L'ensemble SO5(R) est appelé “groupe des rotations planes. Il est stable par produit et par passage a
I'inverse.
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[Proposition 25 (Commutativité de SOQ(R)).J

: : _ (cos(0) —sin(9) ~ [cos(0') —sin(0") _
Pour toutes matrices de rotations A = <sin(9) cos(6) et B = sin(8))  cos(d) )’ ona:

AB — BA — <cos(¢9+9’) —sin(G—i—@’))

sin(0 +6')  cos(6+6)

démonstration : on fait le produit, et on remarque que cos(#) cos(f) — sin(f) sin(0) = cos(§ + ¢'), etc... O.

Remarque 5. L’inverse se calcule directement !

[Définition 14 (Mesure de I'angle d'une rotation d'un plan euclidien orienté).j

On appelle rotation d’un plan euclidien orienté E toute application linéaire r telle que dans une base
orthonormée B, il existe 6 € R tel que :

Matatr) = (200 )

On dit en outre que 6 est une mesure (a 27 prés) de I'angle de la rotation r.

Remarque 6. Lorsque on choisit 6§ € [—7, 7], il est alors uniquement déterminé, et ’on parle parfois de mesure
principale.

theta = 0.29 R Q'
-

sin(0 + Zzl) = cos(0)

x i
cos(0 + El) = —sin(0) | o'
'
ip! Al 0
0.8 06 04 02 0 02 04 06 08

S
cos(6 + m) = — cos(6)
sin( + ) = —sin(0)

cos(6 — g) = sin(6)

sin(6 — g) =\ cos(0)

T

Ch.9 Espaces euclidiens ; Isométries; Endomorphismes symétriques 15/21



Isométries; Endomorphismes symétriques PC X grli:;(e;uE

Quimper

Maths

[Proposition 26.}

Si r est la rotation plane d’angle de mesure 6 € R, alors pour toute base orthonormée B’ du plan, on a :

TR v )

dém : Soit r une rotation plane
Par définition, il existe une base orthonormée Pour B' = (W, ¥') et 0 € R tels que :
;o ~ [cos(f) —sin(h)
M= Maty (r) = (sin(@) cos() )

- — .
Notons B = (i, j ) la base canonique. Posons M = Matg(r)

B a c B o7 [a ¢\ (cos(d) —sin(f)) [a b\
Pour P = Passg_p (b d)’ ona P € OyR)et M = PM'P" = (b d) (sin(@) cos(6) . d] =

(o) om0

(Proposition 27 (Ecriture complexe d’'une rotation).}

5 s 9 5 e a .
Si r est la rotation plane d'angle de mesure § € R, alors en identifiant les vecteurs (b) € M1 (R) a

leurs affixes complexes a + ib, r correspond a la transformation complexe :
pp:C — C

2 — €y

démonstration : Pour a,b réels, et 6 € R, on a, pour z =a +1ib :
po(2) = €2 = (cosf + isin(h))(a + ib) = (acos® — bsinf) + i(asinf + bcosh), qui correspond au calcul

matriciel :
cos(f) —sin(d)\ (a\ [acosf —bsind 3
sin(f)  cos(f) b)  \asinf+bcosf )
Remarque 7. On a pg © py = pyr © pg = poter.

II1.2 Isométries vectorielles d’un plan euclidien
[Proposition 28.}

Dans le plan euclidien, la composée de deux réflexions est une rotation plane.

démonstration : il s'agit d'une isométrie, de déterminant (—1) x (—1) = 1, donc d'une rotation plane.(J

Théoréme 29 (Classification des isométries vectorielles d'un plan euclidien).]

Les isométries du plan sont soit les rotations, soit les réflexions.
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démonstration :
Si le déterminant vaut 1, on a une rotation d'angle 6.

Si le déterminant vaut —1, avec M = C9S(9) sin(6) on a:
sin(f) — cos(0)
Xur = (X —cos0)(X +cosf) —sin?0 = X? — 1= (X —1)(X +1).
Il'y a donc deux valeurs propres distinctes 1 et —1 de multiplicités respectives 1, et la matrice est diagonalisable

et semblable a (1

0 _1) : on reconnait la matrice d'une réflexion par rapport a la droite F' = Ker(u — idg).

Remarque 8. Dans le cas d’'une réflexion, on peut déterminer explicitement F' en résolvant le systéme :
cos(d) —sin(8)\ (z\ [z cos(f)r —sin(f)y = = (cos(f) —1)x —sin(f)y = 0
(sin(@) cos(0) v) \y sin(@)x 4+ cos(f)y = vy sin(f)x + (cos(d) — 1)y = 0 (5)
e Dans le cas # = 0 mod 27, tout vecteur convient, et on reconnait 'identité, ce qui est impossible pour le
déterminant égal a —1.
e Dans le cas # = 7 mod 27, (S) <= z =0, donc v = (0;1) dirige F.

1 —cost _1—(:059

e Sinon, on a sinf # 0 et (5) <=y = x , donc v = (17 ) dirige F.

sin 6 sin 6

IV. Réduction des endomorphismes symétriques et des ma-
trices symétriques réelles

IV.1 Définition

[Définition 15 (Endomorphisme symétrique d'un espace euclidien).}

Un endomorphisme e € L(F) est dit symétrique si :

Ve,y € B, <u(z)|ly >=< z|u(y) >

IV.2 Matrice dans une base orthonormée
[Proposition 30.}

Si B est une base orthonormale de E et u un endomorphisme de E, alors u est symétrique si et seulement
si Matg(u) est symétrique.

démonstration : Soient u € L(E), et B = (ey,...,€,) une base orthonormée de E. Notons C ..., C, les co-
lonnes de M = Matg(u), et (Ey,..., E,) la base canonique de 91,1 (R).

e Si u est un endomorphisme symétrique, alors, pour tous i, j € [1,n], on a: < u(e;)|e; >=< e;u(e;) >, donc
(ME)"E; = (E;)" ME;, donc (C;)"E; = (E;)"C}, donc m;; = m;;, donc M est symétrique réelle.

e Si M est symétrique réelle, X*" MY = XTMTY = (MX)"Y pour tous X,Y € 9,1(R), donc pour tous
r,y € E, <u(z)|ly >=<zlu(y) > O
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variante longue : pour tous i, € [1,n], on a : mj; = m;; donc (C;)TE; = (E)TC}, donc (ME)TE; = (E:)T ME;, donc < u(e;)|e; >=< e;|u(e;) >.
n n

Ainsi pour tous x = E zie; ety = E Yyjej, ON G :
i=1 i=1

n n
<u < < > = < > donc u est un endomorphisme symétrique.
b7l7n 2; Z TiYj u(e; |6J ;]Z T;Yj eilu( e]) bzl z|u(y) u D Y q

V. Reéduction des endomorphismes symétriques
V.1 Valeurs propres

lemme 31. Soit A € S,,(R).Alors toute valeur propre de A est réelle.

démonstration :

Pour X € M, 1(C) avec X #0, et A € C tels que AX = \X :

On a en conjuguant AX = AX car A est réelle.

Mais alors

MXTX = (AX)TX = XTATX = XTAX = XTAX = XTAX = AXTX, donc

n n
Al =X laif
1=1 1=1

lemme 32. Soit u un endomorphisme symétrique de E euclidien. Alors toute valeur propre de u est réelle.

démonstration : Soit A la matrice de u dans la base canonique est symétrique réelle. [

V.2 Sous-espaces propres

lemme 33. Soit u un endomorphisme symétrique de F euclidien, et F' un sous-espace stable de w.
Alors F'* est stable par u et u 1 est un endomorphisme symétrique de F+.
Alors toute valeur propre de u est réelle.

démonstration :
e La stabilité de F'- par u résulte du calcul, pour y € FltetzeF,
< u(y)|r >=< ylu(z) >= 0 car u(z) € F, donc u(y) € F*.

e Pour tous =,y € F < u(z)ly >=< x|u(y) >, donc upr est un endomorphisme symétrique
de F- O
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V.3 Diagonalisation

Théoréme 34 (Théoréme spectral).}

un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien admet une base orthonormale de vecteurs propres.
(associés a des valeurs propres réelles)

Démonstration (non exigible) : par récurrence sur n = dim(FE).

e Initialisation : le cas n = 1 est immédiat.

e Initialisation : Supposons la propriété vraie pour tout endomorphisme symétrique sur un espace euclidien de
dimension n, pour n > 1 fixé.

Soient E un espace euclidien de dimension n + 1, u un endomorphisme symétrique de F, A une valeur propre
(réelle) de u, et v un vecteur propre associé.

En posant F' = Vectg(v), on sait que £ = F &+ F+. Comme u 1 est un endomorphisme symétrique de I'espace
euclidien F'* de dimension n, d'aprés I'hypothése de récurrence, il existe une base Br. de F'* formée de vecteurs
propres de wu.

Mais alors la famille B = (v, Bp.) est une base de E, adaptée a la somme directe E = F @+ F*, et formée de
vecteurs propres de u. [

,—[Théoréme 35 (théoréme spectral, version matrices symétriques réelles).} ‘

Pour toute matrice symétrique réelle A, il existe D diagonale réelle et P orthogonale telles que

PTAP =D

démonstration : il s'agit de la formule de changement de base, pour P la matrice de passage de la base canonique a
une base B’ qui diagonalise I'endomorphisme u canoniquement associé 3 A. [

exemple 5. Attention, pour une matrice symétrique complexe, on ne sait rien!

M = (1 _11) n’est pas diagonalisable, x5 = (X — 1)(X +1) — 1 = X? et M n’est pas semblable a 0,
V.4 Complément

Si M est une matrice symétrique réelle, dont les valeurs propres sont toutes dans |0, +oc[, alors
o 1 (X,Y) — XTMY définit un poduit scalaire sur £ = 90, ;(R).
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Programme PC :

Espaces euclidiens

Ce chapitre est organisé autour de trois objectifs :

— consolider les acquis de la classe de premiére année sur les espaces euclidiens ;
— étudier les isométries vectorielles et les matrices orthogonales, et les classifier en dimension deux en insistant

sur les représentations géométriques ;

— énoncer les formes géométrique et matricielle du théoréme spectral.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Isométries vectorielles

Un endomorphisme d'un espace euclidien E est une iso-
métrie vectorielle s'il conserve la norme.
Caractérisations par la conservation du produit scalaire,
par I'image d'une base orthonormale.

Groupe orthogonal.

Stabilité de |'orthogonal d'un sous-espace stable.

Autre dénomination : automorphisme orthogonal.
Exemple des réflexions en dimensions deux et trois.

Notation O(FE).

b) Matrices orthogonales

Une matrice de M,,(R) est dite orthogonale si |'endo-
morphisme de R™ qui lui est canoniquement associé est
une isométrie vectorielle.

Caractérisation par I'une des relations MM™* = I, ou
M™ = 1,.

Caractérisation d'un automorphisme orthogonal a I'aide
de sa matrice dans une base orthonormale.

Groupe orthogonal d’ordre n.

Déterminant d'une matrice orthogonale. Groupe spécial
orthogonal.

Orientation d'un espace euclidien.

Caractérisation comme matrice de changement de base
orthonormale.

Interprétation en termes de colonnes et de lignes.

Notations O, (R), O(n).
Notations SO, (R), SO(n).

c) Isométries vectorielles d’un plan euclidien

Détermination des matrices de O(R), de SO2(R).
Mesure de |'angle d'une rotation d'un plan euclidien
orienté.

Classification des isométries vectorielles d'un plan eucli-
dien.
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Réduction des endomorphismes symétriques et des matrices symétriques réelles

Endomorphisme symétrique d'un espace euclidien.

Si B est une base orthonormale de E et u un endomor-

phisme de E, alors u est symétrique si et seulement si

Matg(u) est symétrique.

Théoréme spectral : un endomorphisme symétrique d'un Démonstration non exigible.
espace euclidien admet une base orthonormale de vec-

teurs propres.

Interprétation matricielle : pour toute matrice symétrique

réelle A, il existe D diagonale réelle et P orthogonale

telles que A = PDP™ !,
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