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I. Espérance

I.1 Espérance
1.a) Définition
Définition 1.
La variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans un ensemble dénombrable {z,; n > 0} est dite

d’espérance finie si la série 5 x, P(X = x,) est absolument convergente; si tel est le cas, on
n>0

appelle espérance de X, noté E(X), le réel |E(X) = an P(X =uz,)

N.B. : On admet que la somme an P(X = x,) ne dépend pas de |'ordre d'énumération.
n=0

exemple 1. Si X < b(p), alors E[X] =0x (1 —p)+1xp=[p]

exemple 2. Si X — B(N,p), alors
N /N AN . . )
_ k . N—k _ B k_ d B _ _
_kgzo:(k)kp (1-p) ;(k)kp (1-p) {xxdx ((z+ (1—p)) )] px N =[Np|

exemple 3. Si X — P()\), alors par changement d’indice :
X kaer IR

]E[X]:Z l{j _Zk/\k 1)\6 _)\7)\26‘ _)\ef/\e’\—.

k=0 ’ k=1
exemple 4. Si X — g( ), alors par dérivation terme a terme sur | — 1, 1] :
400
d x l—z+ux P 1
S [ s R =
; Z r=1p de \1—-=2/],_,_, (1—-2)? |, P |p

1.b) Propriétés

[Proposition 1.}

Si X est a valeurs dans N admet une espérance, alors E(X) = ZP(X >

dém : on découpe et on intervertit les sommes convergentes

:fk P(X:k):io (iP(sz))

k=1 \n=1
+oo +o00
>
somme série pos1t1ve Z;k P k) 1,nte'r"uerszon Z (Z P ) Z; P(X = n) D
<n n—
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,—{Théoréme 2 (Théoréme du transfert )} \

si X est une variable aléatoire et f une application a valeurs réelles définie sur I'image {x,,, n € N} de X,
alors f(X) est d'espérance finie si et seulement si la série ZP(X = x,) f(z,) converge absolument.

Dans ce cas, on a : n>0
+o00
E(f(X)) =D P(X =) f(zn)
n=0

\. J

Démonstration hors programme, idée : pour une fonction indicatrice f = 1,3, la formule est vraie. Puis toute
fonction f continue sur un segment est limite uniforme d'une combinaison linéaire de fonctions indicatrices...

1.c) Linéarité, espérance d’'une somme de variables aléatoires

[Proposition 3 (Linéarité de I'espérance).}

Pour tous X, Y variables aléatoires et tout A € R, on a :

E)\X +Y) = A E(X) + E(Y)

Démonstration non exigible. idée : immédiat pour des variables a espaces de valeurs finis, se généralise aux v.a.
discrétes quelconques.

[Proposition 4 (Positivité de I'espérance).J

Pour X variables aléatoires a valeurs positives et qui admet une espérance E[X] > 0.

Démonstration séries num !

1.2 Variance
2.a) Définition
[Proposition 5.}

Soit X v.a. a valeurs dans N. Si la variable aléatoire X? est d’espérance finie, alors X est elle-méme
d’espérance finie.
i.e. : Si E[X? existe, alors E[X] existe.

1dée Démonstration :

N N N N +o0o
D TP =D TP X V/Pr S A1D TP\ D VP S| D wipn O
n=0 n=0 T n=0 n=0 n=0

marche encore si X discréte quelconque...
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[Proposition 6.}

Soit X v.a. & valeurs dans N. Si E[X?] existe, alors m = E[X] existe et E[(X —m)?.
De plus E[(X — m)?] = E[X?] — (E[X])*

Démonstration : (X —m)* = X? — 2mX +m?>.
400
E[m?] = Zmen = m? existe par transfert via f : x — m’z
n=0

DOnc par linéarité E[(X — m)?] = E[X?] — 2mE[X] + E[m?] = E[X?] — m?. O (formule de Koenig).

Définition 2.

Si X? est d'espérance finie, la variance de X est le réel | V(X) = E ((X — E(X))*) = E(X?) — E(X)?|

O ou via v.a.r. constante.

2.b) Premiéres propriétés

[Proposition 7.}

Soit X v.a. a valeurs discréte admettant une variance et une espérance. Alors |V(X) = E(X?) — E(X)?

idée Démonstration : linéarité
E ((X — E(X))2) =K (X2 —2E(X)X + (]E(X))2) =E(X?) - 2E(X)E(X) +E[EX)*) O

[Proposition 8.}

Pour a et b réels et X une variable aléatoire réelle, on a|V(aX + b) = a* V(X)

démonstration : Calcul direct :

E(aX +b) = aE(X) + b, donc E((aX + b —E(aX +b))?) = E((a(X — E(X)))?) = ’E((X — E(X))?). O

N
exemple 5. Pour Sy = Z Xy, de loi B(N,p), somme de variables de loi b(p) indépendantes,
k=1
N
V(Sy) =) _V(Xy) = Np(1—p)
k=1

exemple 6. Pour Sy de loi B(N,p), V <%SN) — %V(SN) _ p(1]\7 p)
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II. Couple de variables aléatoires discrétes, indépendance
II.1 Couple

[Déﬁnition 3 (Couple de variables aléatoires discrétes).}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (£2,.4, P), I'application couple notée (X,Y)
définie par (X,Y) : w — (X (w), Y (w)) est une variable aléatoire sur €2, a valeurs dans X (2) x Y/ ()

(Définition 4.

Etant donnnées X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur (€2, A, P), leur loi conjointe est
la loi de la variable aléatoire (X,Y), définie par :

Ve e X(Q), y e Y(Q), P{(X,Y) = (z,9)}) = P{X =2} n{Y = y})

Les lois Px de X et Py de Y sont appelées les lois marginales de (X,Y).

exemple 7. En pratique, on fait un tableau a double entrée donnant les P({X = z;} N{Y =y,}) :

Y \ X i I ) ]P)X
Yo 1/16 | 2/16 | 3/16 | 6/16
U1 1/16 | 7/16 | 2/16 | 10/16
Py 2/1619/16 | 5/16
Remarque 1. Attention : la données des marginales ne donne pas la loi du couple!
contre-exemple : (X, Y) suit la loi uniforme sur {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
et (X/,Y/) donnée par P(ng/)(0,0) = 1/8, P(ng/)(l,()) = 3/8 P(Xr’y/)((), 1) = 3/8, P(Xr’y/)(l, 1) = 1/8
ont les mémes marginales, mais ne sont pas égales!!!

En revanche, P(Y =y) = Z P(Y =y, X = x) : la loi du couple donne les marginales.
zeX(Q)

(Définition 5.

Soit x € X(92) tel que P{X =z}) > 0.
On appelle loi conditionnelle de Y sachant {X = z} la loi de probabilité définie pour les y € Y ()
par Pix—n (1Y = y}).

I1.2 Indépendance de deux variables
(Définition 6.

Deux variables aléatoires X et Y discrétes définies sur un espace probabilisé (2,4, P) sont dites
indépendantes si, pour tout (z,y) € X(Q2) x Y(Q),

P{X=zY=9y})=P(X=2)xPY =y).
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Remarque 2. on note {X =2,Y =y} ={X =2} n{Y =y}

[Proposition 9.]

Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toute partie A C X () et toute partie B C Y (), on a

P(XeA YeB)=P(XecA) xP(Y €B)

Démonstration hors programme

[Proposition 10.]

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes alors, pour toutes fonctions f et g, les variables
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

{Proposition 11.}

Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toute partie A C X (2) et toute partie B C Y (2), on a

P(XeA YeB)=P(XecA) xP(Y €B)

Démonstration hors programme

ITII. Espérance, variance et indépendance

III.1 Espérance d’un produit de v.a.r. indépendantes
[Proposition 12.]

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes admettant des espérances et telles
que XY admet une espérance, alors E(XY) = E(X) E(Y).

Démonstration hors programme
idée : OK pour des variables aléatoires a espaces d’états finis, puis théoréme de Fubini sur la loi du couple (X, Y).

Remarque : réciproque fausse pour X =Y de loi b(p) par exemple

III.2 Variance d’une somme finie de v.a.r. indépendantes
{Proposition 13.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes admettant des variances, alors
V(X +Y)=V(X)+ V().

Démonstration :

V(X 4+Y) = E(X — E(X)) + (Y —E(Y)))?) = V(X) + V(Y) + 2E((X — E(X))(Y —E(Y))) et indépendance.
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IV. Corrélation et covariance

IV.1 Variance d’'une somme, covariance

[Proposition 14.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes admettant des variances, alors
VIX+Y)=V(X)+ V() +2E[(X —E(X))(Y —E(Y))].

Démonstration : (X —E(X))(Y —E(Y)))? = (X —E(X))* +2(X —EX))(Y —E(Y)) + (Y —E(Y))?

IV.2 Covariance, corrélation

[Déﬁnition 7 (Covariance).}

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)

En cas d’indépendance, la covariance est nulle.

[Proposition 15.}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes admettant des variances, alors
VX +Y)=V(X)+ V().

Démonstration

[Déﬁnition 8 (coefficient de corrélation) j

Cov(X,Y)

AN = e

Remarque 3. En cas d’indépendance, la corrélation vaut 0.
En cas de ralation Y = aX + b, la corrélation vaut 1 ou —1.

(Définition 9.

Ecart type (X) = /V(X).
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[Proposition 16 (Cauchy—SChwarz).}

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs réelles.
Cov(X,Y) < /V(X) V(Y)

démonstration : ( Inégalité de Cauchy-Schwarz) V(tX +Y) = t*V(X) + 2tCov(X,Y) + V(Y), trinome dont le
discriminant ne change pas de signe.
Dans le cas de variables a valeurs dans un ensemble fini, il y a égalité ssi X — E(X) et Y — E(Y) sont

colinéaires, i.e. ssi da; a(X —E(X)) =Y —E(Y)ssida,b; aX+b=Y O

Remarque 4. Régression linéaire : si |p| = 1, alors égalité dans Cauchy-Schwarz : (X — E(X)) et (Y — E(Y))
sont colinéaires, donc il existe a,b tels que Y = aX + 0.

Sinon, onposeE:(y1 yN)etF:( yN)
on cherche a, b tels que HF —a=+ b H HM (Z) soit minimale, avec M = (lf o x1N>
OK pour V = (Z) le projeté de T" sur Im(M).

V. Variables aléatoires a valeurs dans N

V.1 Série génératrice

[Déﬁnition 10 ( Série génératrice d'une variable aléatoire a valeurs dans N )]

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle (somme de la ) série génératrice la fonction
Gx définie par :

Gx(t) =E(t¥) = f P(X =

Le rayon de convergence est au moins égal a 1.

Remarque 5. La loi d'une variable aléatoire X a valeurs dans N est caractérisée par sa série génératrice G x.
GO

en effet, le r.c.v. est > 0 donc par unicité du DSE, Vn € N, P[X =n| = '
n!

[Proposition 17.]

La variable aléatoire X admet une espérance E(X) si et seulement si Gx est dérivable en 1 et, si tel
est le cas, E(X) = G'x(1).

Ch.11 Moments, couples, séries génératrices 8/16
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Démonstration non exigible.

[Proposition 18.}

La variable aléatoire X admet une variance si et seulement si G x est deux fois dérivable en 1.
Si tel est le cas, |G'% (1) = E(X (X — 1)) = E(X?) — E(X)

Démonstration non exigible.

Remarque 6. On obtient les expressions de V(X)) en fonction de G’ (1) et de G (1) en cas d’existence :
Gx(1) = E(X), G (1) = E(X(X - 1)) = E(X?) - E(X), don

V(X) =E(X(X - 1)) +E(X) - E(X)?

VIX] = E[(X —E[X])’] = ) (k —E[X])? P{X = k})

=
R
||
=
>
|
=
s
||
=
%
|
=
s
||

E[X (X — 1] +E[X] - (E[X]))* = Gk (1) + Gx(1) — (Gx(1))*

[Proposition 19.}

Si X admet une variance, alors V[X] = |G (1) + G4 (1) — (G'x(1))?

[Proposition 20.}

Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors Gx.y = Gx X Gy

dém : par indépendance de t¥ et t¥.

V.2 Loi géométrique

(Définition 11.)

On appelle loi géométrique de paramétre réel p la loi, notée Geom(p), définie pour X — G(p) par :

vk e N', P({X =k}) = (1 -p)*'p

C’est la loi du premier succés dans une épreuve de Bernoulli dont la probabilité de succés est p

Ch.11 Moments, couples, séries génératrices 9/16
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[Proposition 21.]

Pour X de loi G(p), on a :

E[X] = ©
P_
Vi) ="
pt
Gxt) = 1= (1—p)t

démonstration : La série Z k?p(1 — p)*! converge, car son terme général est un o(k™?).
k

a t_+ootk 1 k-1 _ D = 1 ok P (1-pt pt
x()—]; p(1—p) —Tpk:1(( —p)t) T 1-(-pi -0
’ . p
" _ p\L—p

O =T a

Donc

BLX] = Gy (1) =

i i . ! 2:2(1—]?) __izl_p

VIX] = G%(1) + G (1) = (G%(1)) » +p = o U

[Proposition 22 (Caractérisation comme loi sans mémoire).]

Une loi de probabilité P d’une variable aléatoire X & valeurs dans N est une loi géométrique si et
seulement si

Vk,n €N, Pixsmy(X >n+k)=P(X >n+k|X >n)=P(X > k).

démonstration :
[ J
—+o00 —+oc0 - —+o00 4
PX>m)= > PX=j)=> (1-p/'p=p > (1-p/'=01-p"
j=m+1 j=m+1 j=m+1
o (1 - p)n+k - k_
—Pp

donc la loi G(p) est sans mémoire.

e réciproquement

En particulier pour £k = 1 et n € N*, on a donc

Pix-13(X =n+1) =P(X =n), donc en posant p=PX =1],onaP(X =n+1)=(1-p)P(X =n).
donc toute loi sur N* et sans mémoire est une loi G(p). pour p = P[X = 1]

0
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V.3 Loi de Poisson
[Déﬁnition 12.]

On appelle loi de Poisson de paramétre réel A la loi, notée P(A) définie pour X — P(A) par :

P(X = k) = 2re

[Proposition 23.]

Pour X de loi P()), on a :
E[X] = A

V[X] = A

Gx(s) — 6)\(s—l)

démonstration :

, A
La série E kzye’)‘ converge, car son terme général est un o(k~?).

—+o00
—y >\_k - 7)\Ztk )\t L e )
]l
k=0

G (t) = et
G (t) = A=)
Donc

E[X] = G%(1) = A

VIX] = G%(1) + G (1) = (Gx(1))?* =N+ A= (A\)?=A O

[Proposition 24 (additivité de poissons indépendantes).]

Si X <= P(A) et Y < P(u) sont deux v.a. indépendantes, alors X +Y — P(A+ p)

démonstration : P(X —|— Y = k) se découpe et binéme de Newton.

P(X+Y =k) = ZP ((X,Y) ZP Y =k —j)
k - k k
AJ Tt oy A+ )
e /\+u) e~ (M) <> _ e~ (M)
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V.4 Loi Binomiale
(Définition 13.)

On appelle loi Binomiale de paramétres N € N* et p €]0, 1] réel, la loi notée | B(N, p) | définie pour
S — B(N,p) par :

P{S=k}) = (JZ)(l —p)NFp* pour tout k € [0, N]

[Proposition 25.]

Pour S de loi B(N,p), on a :
E[S] = Np

V[S] = Np(1—p)

Gs(s) = (1 —p+ps)¥

démonstration :
N N N
- _ k N—k k _ Nek( p\k _ N
On calcule la somme finie Gg(t) = kgot <l{:><1 —p)" Tt = E (k) (1—=p)" F(pt)* = (1 —p+pt)

G's(t) = Np(1 —p+pt)"

G%(t) = Np(N — 1)p)(1 —p+ pt)V =2 (pour N > 2)

Donc

E[S] = G4(1) = Np

V[S] = G§(1) + G5(1) = (G5(1))* = N(N = 1)p* + Np — N*p* = Np— Np' = Np(1 —p) O

V.5 Fonction de répartition

[Déﬁnition 14 (Fonction de répartition).}

On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire réelle discréte X la fonction :

Fy:tr—— PUX <t})

[Proposition 26.]

Fx est croissante sur R, lim Fx(¢) =1, lim Fx(¢) =0,
t—+o0 t——o0

démonstration :
Dans le cas ot X est a valeurs dans l'ensemble X (Q) = {(x,),} :, avec (|zy|) triée par par ordre croissant
de modules :

Ch.11 Moments, couples, séries génératrices 12/16
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Pour € > 0 fixé, il existe ng tel que P(X < —|z,,|) Z < g, car la série ZP = x1) est positive
k=no+1
convergente, de somme 1
Mais alors pour ¢ < —|z,,[, ona 0 < P(X <) <P(X < —|z,]) <e.
Donc tlim P(X <t)=0, thm P(X<t)=0.
——00 ——00

De méme

Pour ¢ > 0 fixé, il existe ng tel que P(X > |z,,]) Z < g, car la série ZP ) est positive

k=ng
convergente, de somme 1
Mais alors pour t > |z,,], on a 0 < P(X >t) <P(X <ng) <e.
Donc tliin P(X > t) =0 et par passage a I’événement contraire, 1tlifrn PX<t)=1-0=1.0
—+00 —+00

Ch.11 Moments, couples, séries génératrices 13/16
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Programme PC :

B - Variables aléatoires discrétes

Les objectifs de cette partie sont les suivants :

— ¢étendre la notion de variable aléatoire finte & des variables dont ['image est un ensemble dénombrable ;
— fournir des outils permettant, sur des exemples simples, I’étude de processus stochastiques a temps discret ;
— exposer deux résultats asymptotiques : 'approximation de la loi binomiale par la lot de Poisson et la loi

faible des grands nombres;

— antroduire les fonctions génératrices et utiliser les propriétés des séries entiéres.
La construction d’espaces probabilisés modélisant une suite d’expériences aléatoires est hors programme, on
admet Uexistence de tels espaces. Les différents types de convergence probabiliste (presque sire, en probabilité,

en loi, en moyenne) sont hors programme.

Toutes les variables aléatoires mentionnées dans le programme sont implicitement supposées discretes.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Généralités

Une variable aléatoire discréte X sur (€2, A) est une
application définie sur €2 dont I'image est finie ou dé-
nombrable et telle que 'image réciproque de tout élé-
ment de X (Q2) appartient a A.

Notations (X € U), {X € U}.

Loi d’une variable aléatoire discréte.

Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle.
Croissance, limites en —oo et en +oo0.

Si X prend ses valeurs dans { z,, ; n > 0 }, les x,, étant

distincts, et si (pn)ns0 est une suite de réels positifs
+o0o

vérifiant an =1, alors il existe une probabilité P

n=0

sur (€2, A) telle que P(X = z,,) = p,, pour tout n € N.

Pour tout U C X (), X '(U) est un événement.

Fx(x) = P(X < x). L’étude des propriétés de conti-
nuité des fonctions de répartition n’est pas au pro-
gramme.

Démonstration hors programme.

b) Espérance et variance

La variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans
un ensemble dénombrable {x,,; n > 0} est dite d’espé-

rance finie si la série 5 x, P(X = x,) est absolument
convergente ; si tel est le cas, on appelle espérance de

+oo
X, noté E(X), le réel » 2, P(X = x,,)
n=0

+o00
Si X est a valeurs dans N, alors E(X) = Z P(X >
n=1

Ch.11 Moments, couples, séries génératrices

+00
On admet que la somme Z x, P(X = x,) ne dépend

n=0
pas de l'ordre d’énumération.

S PC : énergie moyenne de systémes a spectre discret.
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CONTENUS

Théoréme du transfert : si X est une variable aléa-
toire et f une application a valeurs réelles définie sur
I'image {x,, n € N} de X, alors f(X) est d’espérance
finie si et seulement si la série YP(X = z,) f(x,)
converge absolument. Dans ce cas, on a :

E(f(X)) =) P(X = z,) f(2n):

Linéarité de I'espérance.

Positivité, croissance de 1'espérance.

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes in-
dépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y).

Si la variable aléatoire X? est d’espérance finie, alors
X est elle-méme d’espérance finie.

Si X? est d’espérance finie, la variance de X est le réel
V(X) = E (X —E(X))?) = E(X?) - E(X)".

Ecart type o(X) = v/V(X).

Pour a et b réels et X une variable aléatoire réelle,
égalité V(aX +b) = a* V(X).

Inégalités de Markov et de Bienaymeé-Tchebychev.

Variance d’une somme finie de variables aléatoires;
cas de variables deux a deux indépendantes.
Covariance, coefficient de corrélation.

Encadrement —1 < p(X,Y) < 1.

CAPACITES & COMMENTAIRES

Démonstration hors programme.

Démonstration non exigible.

Démonstration hors programme.

Bréve extension des résultats obtenus dans le cadre
d’un univers fini.

Notations : Cov(X,Y) et p(X,Y).
Inégalité de Cauchy-Schwarz.

c) Variables aléatoires a valeurs dans N

Série génératrice d’une variable aléatoire a valeurs

dans N :
Gxuy:E@Xyziff%Xeznﬁﬂ

Le rayon de convergence est au moins égal a 1.

La variable aléatoire X admet une espérance E(X) si
et seulement si G'x est dérivable en 1 et, si tel est le
cas, E(X) = G’y (1).

La variable aléatoire X admet une variance si et seule-
ment si Gx est deux fois dérivable en 1.

Ch.11 Moments, couples, séries génératrices

La loi d’une variable aléatoire X & valeurs dans N est
caractérisée par sa série génératrice Gx.

Démonstration non exigible.

Démonstration non exigible.

Les étudiants doivent savoir retrouver ’expression de
V(X) en fonction de G’y (1) et de G (1) en cas d’exis-
tence.
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CONTENUS

Série génératrice de la somme de deux variables aléa-
toires indépendantes.

CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Lois usuelles

Pour p dans ]0, 1], loi géométrique de paramétre p :
la variable aléatoire X suit une loi géométrique de
parameétre p si et seulement si

Vke N,  P(X =k)=p(1—-prt

Série génératrice, espérance et variance.
Caractérisation comme loi sans mémoire :

PX>n+k|X >n)=P(X > k).

Loi de Poisson de paramétre \. Série génératrice, es-
pérance et variance. Somme de deux variables indé-
pendantes suivant une loi de Poisson.

Notation X < G(p).

La loi géométrique peut étre interprétée comme rang
du premier succés dans une suite illimitée d’épreuves
de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.

Notation X < P()).
S PC - compteur Geiger.

e) Résultats asymptotiques

Approximation de la loi binomiale par la loi de Pois-

son : si, pour tout n, X,, < B(n,p,) et si 1ir+n np, =
n—-+0oo

A, alors, pour tout £ € N, on a

k
lim P(Xﬁzzk)zef“aL.

n—+o0o k!

Loi faible des grands nombres : si (X,),,>1 st une suite
de variables aléatoires deux a deux indépendantes et
de méme loi admettant un moment d’ordre 2, alors,

si S, = ZX’“’ m = E(X;) et 0 = o(X;), on a pour

k=1
tout € > 0,

Interprétation de la loi de Poisson comme loi des évé-
nements rares.

S 1 : simulation de cette approximation.

La notion de convergence en loi est hors programme.

Estimation : pour tout € > 0,

— P(

S 1 : simulation dune suite de tirages.

0.2

1
—Sn—m‘ 25) < —.
n ne

Ch.11 Moments, couples, séries génératrices
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