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I. Séries entières de la variable complexe

I.1 Dé�nition

Soit (an)n∈N une suite de CN. On appelle série entière (de la variable complexe z) la série de fonctions∑
n≥0

un(·) dé�nie par :

∀n ∈ N, un : C −→ C
z 7−→ an z

n

Au lieu de la noter
∑
n≥0

[z 7−→ an z
n], on la note (abusivement)

∑
n≥0

an z
n

Dé�nition 1.

Remarque 1. ATTENTION : ne la confondez pas avec une éventuelle numérique de terme général anz
n, pour

z ∈ C �xé ! ! !

exemple 1. Pour tout z ∈ C, si |z| < 1, la série numérique
∑

zn converge.

On peut donc dé�nir une série entière
∑
n≥0

zn sur l'ensemble D(0, 1) = {z ∈ C; |z| < 1} comme étant la

somme de la série de fonctions
∑
n≥0

un, avec un : z 7−→ zn.

L'expression de sa somme sur D(0, 1) est S : z 7−→
+∞∑
n=0

zn =
1

1− z

exemple 2. Pour tout z ∈ C, la série numérique
∑ zn

n!
converge, car d'après la règle de d'Alembert, pour

z 6= 0 et αn =
zn

n!
, on a

∣∣∣∣αn+1

αn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ z

n+ 1

∣∣∣∣ −−−−→n→+∞
0.

On peut donc dé�nir une série entière
∑
n≥0

zn

n!
sur l'ensemble C comme étant la somme de la série de fonctions∑

n≥0

vn, avec vn : z 7−→ zn

n!
.

L'expression de sa somme sur C est S : z 7−→
+∞∑
n=0

zn

n!
= exp(z)

I.2 Rayon de convergence

Soient (an)n∈N une suite de CN et z0 ∈ C∗.
Si la suite (anz

n
0 ) est bornée alors, pour tout nombre complexe z tel que |z| < |z0|, alors la série

∑
anz

n

est absolument convergente.

Proposition 1 (Lemme d'Abel).
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démonstration :

Soit M ∈ R+ tel que : |anzn0 | ≤M, ∀n ∈ N.
Pour z ∈ C tel que |z| < |z0|, on a pour tout n ∈ N :

|anzn| = |an||zn0 |
∣∣∣∣ zz0
∣∣∣∣n ≤M

∣∣∣∣ zz0
∣∣∣∣n

Donc par comparaison avec la série géométrique convergente de raison

∣∣∣∣ zz0
∣∣∣∣ ∈ [0, 1[, la série

∑
anz

n est absolu-

ment convergente. �.

lemme 2. Soient (an)n∈N une suite de CN. L'ensemble {r ∈ R+; la suite (anr
n)n∈Nest bornée} est un intervalle

de [0,+∞[ contenant 0.

démonstration : pour r0 tel que (anr
n
0 ) est bornée, d'après le lemme d'Abel, pour tout ρ ∈ [0, r0[, la série

∑
anρ

n

est bornée, donc son terme général tend vers 0, donc la suite (anρ
n) est bornée.

Ainsi [0, r0] ⊂ {r ∈ R+; la suite (anr
n)n∈Nest bornée}, donc cet ensemble est un intervalle, de la forme [0, R] ou

[0, R[. �

variante : pour tout n ∈ N, |anzn| = |an||zn0 |
∣∣∣∣ zz0
∣∣∣∣n ≤M

∣∣∣∣ zz0
∣∣∣∣n ≤M .�

Soient (an)n∈N une suite de CN. On appele rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n le

nombre R ∈ R+ dé�ni par :
R = sup

{
r ∈ R+; la suite (anr

n)n∈N est bornée
}
.

Dé�nition 2 (Rayon de convergence).

Soient (an)n∈N une suite de CN, et R le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n. Alors pour

tout z ∈ C tel que |z| < R, la série numérique
∑

anz
n converge absolument.

Proposition 3.

démonstration : on applique le lemme d'Abel. �

Soit (an)n∈N une suite de CN, et R le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n. On appelle

disque ouvert de convergence l'ensemble noté D(0, R) dé�ni par :

D(0, R) = {z ∈ C; |z| < R}

Dé�nition 3.

Remarque 2. Dans le plan complexe, il s'agit du disque ouvert de centre 0 et de rayon R. Pour tout z ∈ D(0, R),

la série numérique
∑

anz
n converge.
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Soit (an)n∈N une suite de CN et R le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n.

1. Si z ∈ C est tel que |z| < R alors
∑

anz
n converge.

2. Si z ∈ C est tel que |z| > R alors
∑

anz
n diverge grossièrement.

Proposition 4 (HP ? (à savoir redémontrer)).

démonstration :

1. Dans ce cas, pour ρ ∈]|z|, R[, on a : |anzn| = |an|ρn × (|z|/ρ)n ≤ K (|z|/ρ)n, car par dé�nition du r.c.v., la
suite (|an|ρn) est bornée par une constante K.

2. Dans ce cas, par dé�nition du r.c.v., la suite (|an|z|n) n'est pas bornée, donc ne peut tendre vers 0, donc la

série
∑

anz
n diverge grossièrement.

I.3 Séries entières de référence

La série entière
∑
n≥0

zn a pour rayon de convergence R = 1.

Pour tout z ∈ D(0, 1), on a
1

1− z
=

+∞∑
n=0

zn

Proposition 5 (Série entière géométrique).

démonstration : On passe par les sommes partielles :
N∑
n=0

zn =
1− zN+1

1− z
, quantité qui converge ssi |z| < 1. �

La série entière
∑
n≥0

zn

n!
a pour rayon de convergence R = +∞.

Pour tout z ∈ C, sa somme exp(z) =
+∞∑
n=0

zn

n!

Proposition 6 (Série entière exponentielle).

démonstration : Le cas z = 0 est immédiat, 00 = 1.

Dans le cas z 6= 0, on remarque que lim
n→+∞

∣∣∣∣zn+1/(n+ 1)!

zn/n

∣∣∣∣ = 0 pour z 6= 0, donc on obtient l'absolue convergence

sur C. �
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I.4 Détermination du rayon de convergence

Soit (an)n∈N une suite de CN et R le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n.

1. Si z ∈ C est tel que
∑

anz
n converge, alors R ≥ |z|

2. Si z ∈ C est tel que
∑

anz
n diverge, alors R ≤ |z|

Proposition 7 (HP ? (à savoir redémontrer)).

démonstration : c'est la contraposée de la proposition précédente !

1. Si z ∈ C est tel que
∑

anz
n converge, lim anz

n = 0 (sinon GDV), donc la suite (anz
n)n est bornée, donc

par dé�nition du rayon de convergence, R ≥ |z|.

2. la contraposée de � Si z ∈ C est tel que
∑

anz
n diverge, alors R ≤ |z| �est

� Si z ∈ C est tel que R > |z|, alors
∑

anz
n converge �

Pour z ∈ C tel que R > |z| et ρ ∈]|z|, R[. Par dé�nition du rayon de convergence, (anρ
n) est bornée par une

constante M ≥ 0.

pour tout n ∈ N on a :

|anzn| = |anρn|
∣∣∣∣zρ
∣∣∣∣n ≤M

∣∣∣∣zρ
∣∣∣∣n.

Donc par comparaison de séries numériques,
∑

anz
n est ACV donc CV. �
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I.5 Utilisation de la règle de d'Alembert

lemme 8 ( Utilisation de la règle de d'Alembert (à savoir redémontrer)).

Soit (an)n∈N une suite de CN qui ne s'annule jamais, et R le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n.

On suppose en outre qu'il existe ` ∈ R+ tel que pour tout z ∈ C∗ on ait : lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1 z
n+1

an zn

∣∣∣∣ = `|z|.

Pour tout z tel que |z| < 1

`
, la série numérique

∑
anz

n est ACV, donc R ≥ 1

`
.

Pour tout z tel que |z| > 1

`
, la série numérique

∑
anz

n est GDV, donc R ≤ 1

`
.

Ainsi R le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n vaut R =

1

`
.

démonstration : Soit z 6= 0, et pour n ∈ N, αn = an z
n.

On a lim

∣∣∣∣αn+1

αn

∣∣∣∣ = `|z|.

Si |z| < 1

`
, d'après la règle de d'Alembert pour une série numérique, la série

∑
αn est ACV donc CV, donc

R ≥ 1

`
.

Si |z| > 1

`
, d'après la règle de d'Alembert pour une série numérique, la série

∑
αn est GDV donc DV, donc

R ≤ 1

`
. �

Remarque 3. Le cas ` = +∞ donne un rayon de convergence 0.

I.6 Propriétés

6.a) Continuité

Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0. Alors la somme S : z 7−→

+∞∑
n=0

anz
n est

continue sur D(0, R).

Proposition 9 (Continuité de la somme sur le disque ouvert de convergence (admis)).

démonstration : admis, preuve HP...

Soient z0 ∈ D(0, R), et ε > 0. Soit ρ ∈]|z0|, R[, et n0 ∈ N tel que ∀N ≥ n0, ‖SN − S‖∞,D(0,ρ) ≤
ε

3
.

La fonction Sn0 étant continue en z0, il existe un 0 < η < |R−|z0| tel que ∀z ∈ D(z0, η), |Sn0(z)−Sn0(z0)| ≤
ε

3
.

Mais alors pour un tel η et x ∈]x0 − η, x0 + η[∩I, on a :
|S(z)− S(z0)| ≤ |S(z)− SN(z)|︸ ︷︷ ︸

≤ε/3

+ |SN(z)− SN(z0)|︸ ︷︷ ︸
≤ε/3

+ |SN(z0)− S(z0)|︸ ︷︷ ︸
≤ε/3

∀ε > 0, ∃η > 0; ∀z ∈ D(z0, η), |S(z)− S(z0)| ≤ ε, donc S est continue en z0, pour tout z ∈ D(0, R). �
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6.b) Sur le rayon de convergence

Les séries entières
∑

anz
n et

∑
nanz

n ont même rayon de convergence.

Proposition 10.

démonstration : Notons R le rcv de
∑

anz
n, et R′ celui de

∑
nanz

n.

• Pour r ∈ R+ tel que r < R′, la suite (nanr
n) est bornée par une constante M ≥ 0, on a pour tout n ∈ N :

|anrn| =
|nanrn|
n

≤ M

n
−−−−→
n→+∞

0, donc la suite (anr
n) est bornée, donc par dé�nition du rcv, on a R ≥ r. Ainsi

R ≥ sup([0, R′[), donc R ≥ R′ .

• Pour r ∈ R+ tel que r < R, la suite (anr
n) est bornée.

Pour tout ρ ∈]0, R[, la suite (anρ
n) est bornée par une constante M ≥ 0, par dé�nition du rcv.

on a pour tout n ∈ N :

|nanrn| =
∣∣∣∣nrnρn

∣∣∣∣ |anρn| ≤ M

∣∣∣∣nrρ
∣∣∣∣n = exp(lnn + n ln(r/ρ)) −−−−→

n→+∞
0, donc la suite (nanr

n) est bornée, donc par

dé�nition du rcv, on a R′ ≥ r. Ainsi R′ ≥ sup([0, R[), donc R ≤ R′ . �
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Soient
∑

anz
n et

∑
bnz

n deux séries entières de rayons de convergences respectifs Ra et Rb. Alors :

i) si an = O(bn), alors Ra > Rb ;
ii) si |an| ∼ |bn|, alors Ra = Rb.

Proposition 11.

démonstration :

i) Il existe K tel que : ∀n ∈ N, |an| ≤ K|bn|.
Pour r ∈ [0, Rb[, la suite (bnr

n) est bornée par M , donc ∀n ∈ N, |anrn| ≤ K|bnrn| ≤ KM . Ainsi, la suite
(anr

n) est bornée, donc Ra ≥ r, donc Ra ≥ sup[0, Rb[, d'où Ra ≥ Rb.
ii) Si |an| ∼ |bn|, alors an = O(bn) et bn = O(an), car le quotient an/bn tend vers 1. on applique le point

précédent. �

Ch.8 Séries entières 8/18



Cours
Chapitre 8

Séries entières PC
2020-2021

II. Séries entières de la variable réelle

II.1 Ouvert de convergence

Soit (an)n∈N une suite de CN, et R le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n. On appelle

intervalle ouvert de convergence l'ensemble noté ]−R,R[⊂ R.

Dé�nition 4.

Remarque 4. Pour tout t ∈] − R,R[, la série numérique
∑

ant
n converge, la somme de la série de fonctions

CVS sur ]−R,R[.

II.2 Convergence normale et continuité de la somme

Soit
∑
n≥0

ant
n une série entière de la variable réelle de rayon de convergence R, et f =

+∞∑
n=0

un sa somme,

avec ∀n ∈ N, un : t 7−→ ant
n.

Alors pour tout segment K = [−r, r] ⊂]− R,R[, pour 0 ≤ r < R, la série de fonctions
∑

un converge

normalement sur K.

Théorème 12 (Convergence normale).

démonstration : Pour un : t 7−→ ant
n, on a ‖un‖∞,[−r,r] = |an|rn. d'après la propriété d'absolue convergence sur le

disque ouvert de convergence, pour tout t ∈ [−r, r], la série
∑

anr
n est ACV, donc

∑
‖un‖∞,[−r,r] CV. �.

Soit
∑
n≥0

ant
n une série entière de la variable réelle de rayon de convergence R > 0.

Alors sa somme f : t 7−→
+∞∑
n=0

ant
n est dé�nie et continue sur ]−R,R[.

Théorème 13 (Continuité de la somme sur l'intervalle ouvert de convergence).

démonstration : La série des fonctions un : t 7−→ an t
n est une série de fonctions continues sur [−r, r] et qui

converge normalement, donc uniformément sur [−r, r]. Donc sa somme est continue sur [−r, r]. �
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II.3 Intégration terme à terme

Soit
∑
n≥0

ant
n une série entière (de la var. réelle) de rayon de convergence R, et f sa somme. Alors la série

entière
∑
n≥0

an
tn+1

n+ 1
a un rayon de convergence R, et sa somme F est la primitive de f valant 0 en 0.

∀x ∈]−R,R[, F (x) =
∫ x

0

f(t) dt =

∫ x

0

+∞∑
n=0

ant
n dt =

+∞∑
n=0

an

∫ x

0

tn dt

De plus, toute primitive P sur ]−R,R[ de f : t 7−→
+∞∑
n=0

ant
n est de la forme :

P :]−R,R[−→ C, t 7−→ P (0) +
+∞∑
n=0

an
tn+1

n+ 1

Théorème 14 (d'intégration terme à terme de la somme d'une série entière).

démonstration :

On note R′ le r.c.v. de
∑
p≥0

ap
zp+1

p+ 1
=
∑
n≥1

an−1
zn

n
.

Comme pour n ≥ 1, nan
zn

n
= anz

n, d'après la propriété vue précedemment, R′ = R, le r.c.v. de
∑
n≥1

anz
n.

On va appliquer le théorème d'intégration terme à terme pour une série de fonctions de la variable réelle en cas

de convergence normale, sur tout segment J = [−a, a] inclus dans ] − R,R[, à la série de fonctions
∑

un, avec

∀n ∈ N, un : t 7−→ ant
n.

i) ∀n ∈ N, un est continue sur J car polynomiale.

ii) La série de fonctions
∑

un converge normalement donc uniformément sur J = [−r, r] car la série numérique∑
|an|rn =

∑
sup{|antn|; t ∈ [−r, r]} converge, car r < R. normalement.

On en déduit que S : x 7−→
+∞∑
n=0

∫ x

0

ant
n dt =

+∞∑
n=0

an
tn+1

n+ 1
est dé�nie et de classe C1 sur J = [−a, a], et est la

frimitive de f qui s'annule en 0 :

∫ x

0

(
+∞∑
n=0

ant
n

)
dt =

+∞∑
n=0

(∫ x

0

ant
n

)
dt, ∀x ∈ [−a, a] .

D'après le théorème fondamental, toute autre primitive de f est de la forme x 7−→ K +

∫ x

0

f(t)dt = K + S(x)

pour K ∈ R. �

II.4 Dérivation terme à terme
lemme : Soit

∑
n≥0

ant
n une série entière réelle de rayon de convergence R et de somme S. Pour tout entier

k ∈ [[1, n]], la série entière
∑
n≥0

an
tn−k

(n− k)!
a pour rayon de convergence R.

dém : par récurrence sur k, en remarquant que ∀n ≥ k, (n− k)× an
tn−k

(n− k)!
= t× an

tn−k−1

(n− k − 1)!
.

Ch.8 Séries entières 10/18



Cours
Chapitre 8

Séries entières PC
2020-2021

Soit
∑
n≥0

anz
n une série entière de rayon de convergence R, et S sa somme. Alors

1) S :]−R,R[→ C est dérivable sur ]−R,R[ et

∀t ∈]−R,R[, S ′(t) =
+∞∑
n=1

nant
n−1 =

+∞∑
m=0

(m+ 1)am+1t
m .

2) S est de classe C∞ sur ]−R,R[ et pour tout k ∈ N, on a :

S(k)(t) =
+∞∑
n=k

n!

(n− k)!
ant

n−k =
+∞∑
m=0

(m+ k)!

m!
am+kt

m

Théorème 15 (de dérivation terme à terme de la somme d'une série entière).

démonstration : Soit J = [−a, a] ⊂]−R,R[.
On applique le théorème de dérivation terme à terme vu pour des fonctions de la variable réelle :

t 7−→
∑
n≥1

nant
n−1 est l'expression d'une série de fonction de classe C1 qui converge normalement sur J . On peut

donc dériver terme à terme. �

Remarque 5. L'étude des propriétés de la somme au bord de l'intervalle ou du disque de convergence n'est pas
un objectif du programme.

II.5 Développement en série entière

Une fonction f : I → C dé�nie sur un intervalle I contenant 0 est dite développable en série entière s'il
existe un réel r > 0 et une suite (an) ∈ CN tels que :
]− r, r[⊂ I et

∀t ∈ ]− r, r[, f(t) =
+∞∑
n=0

an t
n

Dé�nition 5.

Soit S la somme de la série entière
∑

anz
n de rayon de convergence R > 0. On a : Pour tout n ∈ N,

an =
S(n)(0)

n!
.

En particulier, si f : t 7−→
+∞∑
n=0

ant
n est DSE sur un intervalle non vide ]− r, r[, avec R < 0 et

si f(t) = 0, ∀t ∈]−R,R[, alors ∀n ∈ N, an = 0

Proposition 16 (unicité du DSE).

démonstration : On calcule S(n) en t = 0, en remarquant que 00 = 1 et 0k = 0, ∀k ∈ N∗. �.
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Si f : I → C est dé�nie et de classe C∞ sur un intervalle I contenant 0, sa série de Taylor est la sériede

fonctions
∑
n≥0

[t 7−→ f (n)(0)

n!
tn].

Dé�nition 6.

Remarque 6. Toute fonction DSE sur ] − r, r[ y est la somme de sa série de Taylor, au vu de l'expression des
coe�cients du DSE.

II.6 DSE géométriques et conséquences

La fonction f : t 7−→ 1

1− t
est développable en série entière sur ]− 1, 1[ et

∀t ∈]− 1, 1[,
1

1− t
=

+∞∑
n=0

tn

Proposition 17.

dém : on reconnaît une série géométrique.

Par intégration terme à terme : − ln(1− t) =
+∞∑
p=0

tp+1

p+ 1
, pour tout t ∈]− 1, 1[

En échangeant t et −t : 1

1 + t
=

+∞∑
p=0

(−1)ptp, pour tout t ∈]− 1, 1[

II.7 Solutions DSE d'équations di�érentielles

7.a) DSE de l'exponentielle

La fonction f : t 7−→ exp(t) =
+∞∑
n=0

tn

n!
est développable en série entière sur R.

De plus elle véri�e l'équation di�érentielle y′ = y, avec la condition initiale y(0) = 1, donc

∀t ∈ R, et = exp(t) =
+∞∑
n=0

tn

n!

Proposition 18.

dém : on reconnaît une série exponentielle. On sait que le rayon de convergence est +∞. le théorème de dérivation
terme à terme montre que pour tout t ∈ R, donne

f ′(t) =
d

dt

+∞∑
n=0

tn

n!
=

+∞∑
n=0

d

dt

tn

n!
=

+∞∑
n=1

tn−1

(n− 1)!
=

+∞∑
m=0

tm

m!
.

Le calcul est direct pour t = 0, f(0) = 00/0! = 1.
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7.b) DSE via équations di�érentielles
Pour trouver des solutions d'une équation di�érentielles y′′(t) = a(t)y′+ b(t)y+ c(t), il peut être utile de procéder

par Analyse-Synthèse de la manière suivante :

• On suppose qu'il existe une soltuion f : t 7−→
+∞∑
n=0

ant
n DSE sur ]− r, r[ pour un r > 0 inconnu.

En remplaçant y(t) par
+∞∑
n=0

ant
n, y′(t) par

+∞∑
n=1

nant
n−1 et y′′(t) par

+∞∑
n=2

n(n− 1)ant
n−2, dans l'équation di�éren-

tielle, puis en faisant des regroupements SELON les puissances croissantes de t, on obtient
+∞∑
n=0

cnt
n = 0, et

par unicité du DSE, cn = 0, ∀n ∈ N , ce qui donne une condition nécessaire sur la suite (an).
(il y a donc unicité du type de solutions DSE sous réserve de convergence sur un ouvert non vide.)
• on véri�e que pour une telle suite (an), le rayon de convergence R véri�e R > 0. Si tel est le cas, cela su�t à

dire que l'expression candidate précédemment obtenue est bien DSE sur un intervalle non vide contenant 0.

exemple 3. Rechercher les solutions DSE de

y′ =
α

1 + t
y

Soit α ∈ R. La fonction f : t 7−→ (1 + t)α est développable en série entière sur ]− 1, 1[ et

∀t ∈]− 1, 1[, (1 + t)α = 1 +
+∞∑
n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
tn

Proposition 19.

dém : On remarque que f est solution de y′ =
α

1 + t
y, avecla condition initiale y(0) = 1.

Analyse : supposons f DSE sur un intervalle ]− r, r[ : ∀t ∈]− r, r[, f(t) =
+∞∑
n=0

ant
n et f ′(t) =

+∞∑
n=1

nant
n−1.

nécessairement, ∀t ∈]− r, r[, on a :

(1 + t)f ′(t)− αf(t) =
+∞∑
n=1

nant
n−1 +

+∞∑
n=1

nant
n −

+∞∑
n=0

αant
n = 0, donc

+∞∑
n=0

((n+ 1)an+1 − (α− n)an) tn = 0

donc par unicité du DSE, an+1 =
(α− n)
n+ 1

an.

par récurrence, on a nécessairement an = a0

n∏
k=1

α− k + 1

k
, et comme a0 = 1, an =

n∏
k=1

α− k + 1

k
, ∀n ∈ N

Synthèse :

On détermine que le rayon de convergence de la série entière
∑
n

n∏
k=1

α− k + 1

k
zn est R = 1, d'après la règle de

d'Alembert,

car pour t 6= 0 et an =
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
tn, on a

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = |α− n||t|n
−−−−→
n→+∞

|t|, car il y a ACV si |t| < 1,

et GDV si |t| > 1.
Donc la fonction t 7−→ (1 + t)α est bien DSE sur ] − 1, 1[, car coïncide avec la solution DSE précédente, par

unicité dans le théorème de Cauchy Lipschitz. �
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7.c) DSE de référence

Par intégration, dérivation terme à terme, et sommations, on obtient à partir des développements de t 7−→ 1

1− t
ou de t 7−→ exp(t) :

et =
+∞∑
k=0

tk

k!
, pour tout t ∈ R

sin t =
+∞∑
p=0

(−1)p t2p+1

(2p+ 1)!
, pour tout t ∈ R

cos t =
+∞∑
p=0

(−1)p t2p

(2p)!
, pour tout t ∈ R

etz =
+∞∑
k=0

zk

k!
tk, pour tout t ∈ R, avec z ∈ C �xé

sh t =
+∞∑
p=0

t2p+1

(2p+ 1)!
, pour tout t ∈ R

ch t =
+∞∑
p=0

t2p

(2p)!
, pour tout t ∈ R

1

1 + t
=

+∞∑
p=0

(−1)ptp, pour tout t ∈]− 1, 1[

1

1− t
=

+∞∑
p=0

tp , pour tout t ∈]− 1, 1[

1

1 + t2
=

+∞∑
p=0

(−1)pt2p, pour tout t ∈]− 1, 1[

1

1− t2
=

+∞∑
p=0

t2p, pour tout t ∈]− 1, 1[

ln(1 + t) =
+∞∑
p=1

(−1)p−1tp

p
, pour tout t ∈]− 1, 1]

ln(1− t) = −
+∞∑
p=1

tp

p
, pour tout t ∈ [−1, 1[

Arctan(t) =
+∞∑
p=0

(−1)pt2p+1

2p+ 1
, pour tout t ∈ [−1, 1]

Argth(t) =
+∞∑
p=0

t2p+1

2p+ 1
, pour tout t ∈ [−1, 1]

(1 + t)α = 1 +
+∞∑
n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
tn ,

pour tout t ∈]− 1, 1[, pour α réel �xé

1√
1− t2

= 1 +
+∞∑
n=1

(2n)!

(2nn!)2
t2n, ∀t ∈]− 1, 1[

1√
1 + t2

= 1 +
+∞∑
n=1

(−1)n (2n)!

(2nn!)2
t2n, ∀t ∈]− 1, 1[

1√
1− t

= 1 +
+∞∑
n=1

(2n)!

(2nn!)2
tn, pour tout t ∈]− 1, 1[

(car
1 · 3 · · · · · (2n− 1)

2 · 4 · · · · · (2n)
=

(2n)!

(2nn!)2
)

Arcsin(t) = t+
+∞∑
n=1

(2n)!

(2nn!)2
t2n+1

2n+ 1
, ∀t ∈]− 1, 1[

Argsh(t) = t+
+∞∑
n=1

(−1)n(2n)!
(2nn!)2

t2n+1

2n+ 1
, ∀t ∈]− 1, 1[

N.B. : seuls les DSE encadrés et les rayons de convergences correspondants sont exigibles du programme PC
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III. Somme, produit de Cauchy

III.1 Somme

Soient
∑

anz
n et

∑
bnz

n deux séries entières de rayons de convergences respectifs Ra et Rb. Alors la

série entière somme est la série
∑

(an + bn)z
n et son rayin de convergence R véri�e l'inégalité :

R ≥ min(Ra, Rb)

En outre, il y a égalité si et seulement si Ra 6= Rb.

En�n, ∀z ∈ D(0, R),
+∞∑
n=0

(an + bn)z
n =

+∞∑
n=0

anz
n +

+∞∑
n=0

bnz
n

Proposition 20.

démonstration : Pour r < min(Ra, Rb), les suites (anr
n) et (bnr

n) sont bornées, donc ((an + bn)r
n) est bornée,

donc R ≥ sup([0,min(Ra, Rb)[) = min(Ra, Rb).
Si Ra < Rb, pour r ∈]Ra, Rb[, la suite (anr

n) est bornée, mais la suite (bnr
n) n'est pas bornée, donc la suite

((an + bn)r
n) n'est pas bornée, donc R ≤ r, donc R ≤ sup([0,min(Ra, Rb)[) = min(Ra, Rb).

La formule est celle de la somme de séries numériques convergentes. �

III.2 Produit de Cauchy

Etant données deux séries entières
∑
n≥0

anz
n et

∑
n≥0

bnz
n, leur produit de Cauchy est la série entière

∑
cnz

n de terme général cn =
n∑
k=0

akbn−k =
∑

p,q∈N; p+q=n

apbq

Dé�nition 7.

Etant données deux séries entières
∑
n≥0

anz
n et

∑
n≥0

bnz
n de rayons de convergence respectifs Ra et Rb, le

rayon de convergence Rc de leur produit de Cauchy
∑

cnz
n véri�e Rc ≥ min(Ra, Rb).

En outre, pour tout z ∈ C tel que |z| < Rc, on a :

+∞∑
k=0

ckz
k =

+∞∑
k=0

(
k∑
p=0

apbk−pz
k

)
=

(
+∞∑
p=0

apz
p

)(
+∞∑
q=0

bqz
q

)

Proposition 21 (Rayon de convergence du produit de Cauchy de deux séries entières).

démonstration : pour tout z ∈ C tel que |z| < min(Ra, Rb), les séries numériques
+∞∑
p=0

apz
p et

∑
q

bqz
q sont ACV.
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Leur produit de Cauchy est donc lui aussi ACV, et son terme général d'indice k est
k∑
p=0

apz
pbk−pz

k−p =
k∑
p=0

apbk−pz
k.

�

exemple 4. exp(z) =
+∞∑
n=0

zn

n!
et exp(2z) =

+∞∑
m=0

(2z)m

m!
sont les sommes de deux séries entières de rayon de

convergence in�ni. Leur produit de Cauchy a le même rayon de convergence Rc = +∞, et pour somme :
+∞∑
n=0

zn

n!
×

+∞∑
m=0

(2z)m

m!
=

+∞∑
s=0

s∑
m=0

zs−m

(s−m)!

(2z)m

m!
=

+∞∑
s=0

1

s!

s∑
m=0

(
s

m

)
zs−m(2z)m =

binôme Newton

+∞∑
s=0

(3z)s

s!
= exp(3z)

On a exp(x+ y) = exp(x)× exp(y)

Remarque 7. même si Ra 6= Rb, il n'y a pas de résultat général pour le calcul de Rc.∑
1zn a pour rcv Ra = 1,

∑
bnz

n, avec b0 = 1, b1 = −1, bn = 0,∀n ≥ 2 a pour rcv Rb = +∞ et leur

produit de Cauchy
∑

cnz
n a pour rcv rc = +∞ avec c0 = a0b0 = 1, et cm = 0, ∀m ≥ 1.
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Programme PC :

Séries entières
Les objectifs de ce chapitre sont les suivants :

� étudier la convergence d'une série entière de variable complexe et mettre en évidence la notion de rayon de

convergence ;

� étudier les propriétés de sa somme en se limitant à la continuité dans le cas d'une variable complexe ;

� établir les développements en série entière des fonctions usuelles.

La théorie des séries entières sera appliquée au cas des séries génératrices dans le chapitre dédié aux variables aléatoires

discrètes et à la recherche de solutions d'équations di�érentielles linéaires.

Contenus Capacités & commentaires

a) Rayon de convergence

Lemme d'Abel : si la suite (anz
n
0 ) est bornée alors, pour

tout nombre complexe z tel que |z| < |z0|, la série∑
anz

n est absolument convergente.

Rayon de convergence R dé�ni comme borne supérieure
dans R de l'ensemble des réels positifs ρ tels que la suite
(anρ

n) est bornée.

Pour |z| < R, la série
∑

anz
n converge absolument.

Disque ouvert de convergence, intervalle ouvert de
convergence.

Si Ra est le rayon de convergence de
∑

anz
n et Rb celui

de
∑

bnz
n, alors :

si an = O(bn), alors Ra > Rb ;
si |an| ∼ |bn|, alors Ra = Rb.

Les séries entières
∑

anz
n et

∑
nanz

n ont même

rayon de convergence.
Utilisation de la règle de d'Alembert.
Rayon de convergence de la somme et du produit de
Cauchy de deux séries entières.

b) Régularité de la somme

Convergence normale d'une série entière d'une variable
réelle sur tout segment inclus dans l'intervalle ouvert de
convergence.
Continuité de la somme sur l'intervalle ouvert de conver-
gence.

On admet la continuité de la somme d'une série entière
d'une variable complexe sur le disque ouvert de conver-
gence.
L'étude des propriétés de la somme au bord de l'intervalle
ou du disque de convergence n'est pas un objectif du
programme.
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Contenus Capacités & Commentaires

Primitivation d'une série entière d'une variable réelle sur
l'intervalle ouvert de convergence.
Caractère C∞ de la somme d'une série entière d'une va-
riable réelle sur l'intervalle ouvert de convergence et ob-
tention des dérivées par dérivation terme à terme.
Expression des coe�cients d'une série entière au moyen
des dérivées successives en 0 de sa somme.

c) Développement en série entière au voisinage de 0 d'une fonction d'une variable réelle

Fonction développable en série entière.
Série de Taylor d'une fonction de classe C∞.
Unicité du développement en série entière.
Développements des fonctions usuelles. Les étudiants doivent connaître les développements en

série entière des fonctions exponentielle, cosinus, sinus,
cosinus et sinus hyperboliques, x 7−→ Arctanx, x 7−→
ln(1 + x) et x 7−→ (1 + x)α.
Les étudiants doivent savoir utiliser une équation di�é-
rentielle linéaire pour développer une fonction en série
entière.

d) Séries géométrique et exponentielle d'une variable complexe

Développement de
1

1− z
sur le disque unité ouvert.

Développement de exp(z) sur C.

Exemples d'utilisation de développements en série entière pour la recherche de solutions. (cf
ch. Equation di�érentielles
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