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I. Rappels de PCSI

I.1 Vocabulaire et définitions
[Définition 1 (Sommes partielles).}

Etant donnée une suite (u,),en € CV, on définit la suite (Sy)ney de ses sommes partielles par :

N
VAJEEFL SN'IZZE:uk
k=0

[Définition 2 (Série numérique, nature).}

Etant donnée une suite (uy,)nen, et (Sn)nen la suite de ses sommes partielles, on appelle série numeé-

rique de terme général u,, le couple ((u,)nen, (Snv)nen), que I'on note Zun ou Zun.
n>0 n>0
e Si la suite (Sy)nen des sommes partielles converge vers une limite ¢ FINIE,

on dit que la série E u, converge,

n>0
+00
et la valeur de la limite de cette suite est appelée somme de la série, et est notée Zun .
n=0
e Si la suite (Sy)nyen des sommes partielles n'admet pas de limite FINIE,
on dit que la série Zun diverge
n>0
+00
(il est alors impossible d'écrire Z pour cette série divergente ).
n=0
N

Remarque 1. U, converge <= lim u, existe et est FINIE.

que 1. | ) un converge <= lim 3} ex

n>0 n=0
o a1 . 1 1 ' 1
exemple 1. La série (téléscopique) Z - — converge, car la suite (1 — —— de ses sommes
n  n+4+ N+1) 5
n>1 =
partielles converge. La somme de la série vaut
=1 1
- -1
n n+1

exemple 2. La série Z 1 diverge, var la suite (N + 1) de ses sommes partielles diverge. Il est INTERDIT

n>0
+00
d’écrire E 1 : la somme n’existe pas!!!
n=1
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[Définition 3 (Reste).}

+o0
Si la série Zun converge, pour tout N € N, on note Ry = Z u,, le reste d'ordre N, et on a :
n>0 n=N+1
“+00
Ry + Sy = Zun en notant Sy la somme partielle d'indice V.
n=0

[.2 Série & termes positifs

[Proposition 1 (CNS de convergence d'une série positive).}

Soient (Uy)n>0 € RT Ona: Zun converge si et seulement si il existe M > 0 tel que :
n>0

N
VNEN, Y w <M
k=0

démonstration : La suite des sommes partielles (Sy) est croissante. Elle converge si et seulement si elle est majorée
par une constante (FINIE). (J

I.3 Grossiére divergence

[Proposition 2 (grossiére divergence).}

Si E u,, converge, alors lim u,, = 0.

Par contraposée, si (u,) ne tend pas vers 0, alors g u,, diverge, on parle alors de grossiére divergence.

démonstration : upy1 = Spy1 — Sp. Si (S,) admet une limite finie ¢, alors (u,,) a pour limite £ — ¢ =0. O

I.4 Séries géométriques

[Proposition 3 (séries géométriques).]

+00
1
Za” converge <= |a|] < 1 | auquel cas Za" — .
1—a
n>0 n=0
N a0 — gN+1
démonstration : Pour a # 1, on a pour tout N € N, Sy = Za” =14 qui converge vers une limite
—a
n=0

|N+1

finie si et seulement si |a = 0, ssi |a] < 1. Si tel est le cas, la somme vaut 1/(1 —a) .
——+00

Le cas a = 1 est direct : la série est grossiérement divergente. [
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exemple 3. Z — converge et Z =2

n>0

exemple 4. Z 3" diverge.

n>0

[.5 Séries de Riemann

T
(Proposition 4 (séries de Riemann).}
1
Z — converge <= a > 1
n>1 n
démonstration :
e Cas a < 0: — ne tend pas vers 0 : il y a grossiére divergence.
nO{
1 "t Mldat (N1t -1
oCasaG]O,l[:onaVnEN*,—Z/ —doncSN— _/ + 1) s +-00.
ne n te - no‘ —a—+1 N—+o0
1 n+1 dt N 1 N+1 dt
C =1:Yne N —> —, donc Sy = - > —:1N 1) —In(l) —— .
e Cas « n e ,n_/n ;- donc Sy Z _/ n(N +1) n()N_HrOO—i—oo
Cas o > 1 Vn > 2 1</n , donc 0 < 8 Z / LD
e Cas « :onaVn — —, donc . Les
- one T J .t N ne —a+1 ~1-a«

sommes partielles sont majorées, donc la série 3 termes positifs converge O

1 1 1
exemple 5. Les séries de Riemann (PCSI) Z — Z — sont convergentes, mais les séries Z -, Z —sont
n

n>1 n>1 n>1 n>1 Vi
divergentes.
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I[.6 Séries absolument convergentes, comparaison

[Proposition 5 (comparaison de séries positives).}

Soient (uy)n>0 € RY et (vn)neny € RY. On a :
Sivh e N, 0 < u, <wv, et Zvn converge, alors Zun converge.

n>0 n>0
SivhneN, 0<u, <wv, et Zun diverge, alors Zvn diverge.
n>0 n>0

démonstration : Pour les sommes partielles, on a 0 < Uy < Vy, VN € N.
Si (V) converge, alors la limite majore les sommes partielles de la série positive E u,, donc elle converge.

Si (Uy) diverge, alors la limite des sommes partielles de la série positive Z u, est +00, et par comparaison de suites,

(V) diverge vers 400, donc Zvn diverge. OJ

[Définition 4.]

On dit que la série numérique E uy,, est absolument convergente si la série (positive) E |u,| converge.
n>0 n>0

[Proposition 6.}

Toute série absolument convergente est convergente.

Uy + Uy
2

démonstration : Dans le cas d'une suite réelle (u,,), on note, pour tout n € N : u) = max(0,u,) = et

‘_un'+’un|

u, = —max(0,u,) = , de sorte que :

VneN, u, = uf —u,, 0<uf <l|ug|, 0<u, < |u.

n

Si g |u,,| converge, alors par comparaison de séries positives, E u” converge vers une limite finie L™, et E u,,
N N

converge vers une limite finie L~. On en déduit que E = 0N, = E ul — E u, — LT — L™, donc que
n=0 n=0

N—+o0
E U, converge.

Dans le cas complexe, on se raméne au cas réel en remarquant que | Reu,| < |u,|, donc E Re u,, est ACV. Et

n

on procéde de méme pour Zlm Uy,. O

Remarque 2. Attention, il existe des séries numériques convergentes, non absolument convergentes !
sinn | sin n|

diverge.

On montrerait que E converge, mais que E
n

n>1 n>1
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[Proposition 7 (comparaison a une série positive).}

Soient (uy)n>0 € CY et (vn)nen € Rli. Ona:

i) Sivn e N, |u,| <wv, et E v, converge, alors E u, est absolument convergente, donc conver-
n>0 n>0
gente.

i) Sivn € Nyu, >0, v, >0etsiu, ~ wv,, alorsla convergence de E u, est équivalente a la
n—-+o0o
n>0

convergence de g Up.

n>0

démonstration : Le premier point résulte directement du théoréme de comparaison entre séries a termes positifs, et
du fait que I'absolue convergence implique la convergence.

Pour le second point, il suffit de remarquer que si u, ~ v, alors il existe ny € N tel que :

n—-+oo
Vn > ng, 0 <u, < 2v,+n"2, et on conclut grace au théoréme de comparaison de séries positives. (]
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II. Comparaison série-intégrale

,—[Théoréme 8 (Comparaison série intégrale).] .

Soit f : I — R une fonction continue par morceaux, décroissante et positive. Alors

+oo
La série Z f(n) converge <= f(t) dt converge.

no

n>ng

(c.a.d. la série et I'intégrale ont méme nature : elles sont simultanément convergentes ou divergentes)

démonstration :

n+1
En posant Vn > ng, w, :/ f)dt — f(n+1),onaVn>ng, 0<w, < f(n)—f(n+1).

e Montrons que la série Z w, converge.
n>ng
Soit n > ng. Pour tout ¢t € [n,n + 1], on a,par décroissance de f, f(n) > f(t) > f(n+1).

En intégrant (on peut le faire car f est continue par morceaux), par croissance de l'intégrale, on obtient :
n+1 n+1 n+1 n+1

f(n)dtz/ f@Ode> [ fn+1)dt, soit f(n)z/ FB)dt > f(n+1).

n n
Ainsi, f(n) — f(n+1) > w, > 0.
La série Z w,, est donc une série a termes positifs. De plus, pour tout N > ng, on a :

n>n
N N
Z wg < Z (f(k) = f(k+1)) = f(no) — f(N +1) < f(ng). Donc la série Z w,, converge, vers une limite /.
k=ng k=ng n>ng
N N+1 N
e On en déduit le résultat : pour tout N > ng, on a Z Wy = / ft)dt — Z f(k). Comme la suite
k=ngo 0 k=ng
N N+1 N
Z W converge vers ¢, on en déduit que les suites (/ f@)dt) vsn, et Z f(k) sont soit
k:TLO Nzno no k:no NETLO

simultanément convergentes soit simultanément divergentes. []

(2.16, 4.86)

_____________

,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,

!

[ 4

i f(3)dt
3

/4 * f(4)dt

/5 ¢ £(5)dt

/.», ’ £(6)dt

(7.95,-0.38)
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[Proposition 9 (séries de Riemann).}

1

E — converge < «o > 1
nOé

n>1

. . ) 1 ) : :
re-démonstration : on applique le théoréme précédente a la fonction x — — qui est bien continue sur 10, 4o,
T

positive, et décroissante lorsque o > 0. [J

III. Reégle de d’Alembert, série exponentielle

II1.1 Reégle de d’Alembert
(Proposition 10 (Regle de d’AIembert).J

Soit (ay)nen € CYN une suite de nombres complexes tous non nuls.

. . Opy1 .. .. . L. L.
— Si la suite (| = ‘) admet une limite finie £ et si ¢ € [0, 1], alors la série numérique E ap
’Oén| neN n>0
est absolument convergente, donc convergente.

. . Qa1 .. . L. L.
— Si la suite (| nt |) admet une limite ¢ et si £ > 1, alors la série numérique Zan est
|a"’ neN n>0
(grossiérement) divergente.

. . Ont1 2.0 Lo A
— Si la suite ’ L |) converge vers { = 1, la série numérique E ., peut étre convergente ou
neN

[ "0
divergente.
démonstration : Ly Ly
g . o + P . -
— il existe un entier ng, tel que : Vn > ny, | |"+|1’ < 5= ~, car par définition de la limite, pour ¢ = 5 > 0,
Qp

Q

[t 1| — /0| <&, a.p.cr. ny.
||

an| < "7 |ay,|. par comparaison avec la

Mais alors par récurrence immédiate, on obtient pour n > ny,
série géométrique de raison 7y € [0, 1| convergente, on obtient que Z |, | converge.

n>ng
. . « (+1 S . f—1
— il existe un entier ng, tel que : Vn > ny, | |"+|1| > 5= 7, car par définition de la limite, pour e = 5 > 0,
o
o
el < g, a.p.c.r. ng.
|y, — £

Mais alors par récurrence immédiate, on obtient pour n > ng, |a,| > 7" |, |. par comparaison avec la

série géométrique de raison v > 1, on obtient que Z |a,,| diverge (grossiérement).
n>ng
exemple 6. Attention, tout peut arriver dans le cas £ = 1!!!
: 1 ) n?
La série Z —; converge, avec lim —— =1

1 notoo (n+1)2

Ch.3 Séries numériques, rappels et compléments 8/17



Cours Séries numériques, rappels et complémentslpc ot grlﬁz(guli

Chapitre 3 2019-2020 Quimper

=1.

) n
Lasérie - diverge, avec lim o= 1)
n>1

II1.2 Série exponentielle
2.a) Série exponentielle complexe

. "
exemple 7. Pour tout nombre complexe x # 0, la série Z = est absolument convergente.
n!

n>0
n

x

En effet, en posant u, = — VneN, ona:
n!

Un+1 ‘ﬂ?’

Unp

:n+1 n—+00

[Définition 5 (Série exponentielle).]

Pour tout z € C, la somme de la série absolument convergente E — est appelée exponentielle de
n:

n>0
oo 4

z, et est notée exp(z) = Z -

n=0

n!

Remarque 3. Plus tard, de tels développements en des puissances entiéres de z seront appelés “développements
en série entiére”.

2.b) Série exponentielle réelle, via la formule de Taylor

k .
N\ T (0 a\k
Rappel : |pour f de classe C*™, on a f(z) = Z (mT)f(J)(O) "‘/ %Jdkﬂ)(u) du.
]:0 . O .
par exemple pour f:x — €%, on a:
e’ = £+rk avec rk:/ ue” du
! 0 k!
=0
T _ k k+1
Comme |rg| < el M = el 2] 0, on obtient
[Proposition 11 (exponentielle réelle).]
+o0 Ij N xj
exp(m)—ZOE—Nl_lgloo ' Oﬁ:e , Ve e R
j= j=
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IV. Séries alternées

(Proposition 12 (Critére spécial des séries aIternées).J

Supposons
1. la suite (uy)nen est alternée  (i.e. ((—1)"uy) a un signe constant) ;
2. la suite (|u,|)nen est décroissante ;

3. lim |u,|=0;
n——+0o0

Alors la série g u, converge.

n>0
+o0
En outre la suite (Ry) des restes est du signe de ug, et VN € N, |Ry| < |uny1|, o0 Ry = Z Up,
n=N+1

démonstration : Dans le cas ug > 0. On a pour tout n € N, us, > 0 et ug, 41 < 0.

On va montrer que les suites (Ay) = (Son) et (By) = (Sony1) Vérifient les hypothéses du théorémes des suites
adjacentes, donc convergent vers une méme limite finie.

e Pour N € N, onaanyg —any = S2N+2 — SQN = UaN+2 + UaN+1 = ‘UQNJFQ‘ — ‘u2N+1‘ < O, donc (CLN>
|unl|) decr.

est décroissante.

e Pour N € N, on a byy1 — by = Sonis — Sont1 = Uan3 + Uany2 = —|uana| + [uan1] " |)2decr 0, donc
(by) est croissante. n .

e Pour N € N, ay — by = Sony — Sony1 = —usny1 > 0, donc pour tout N € N ay > by.

® ONn a ‘CLN — bN‘ = ’u2N+1’ — 0
N—+o0

Conclusion : d'aprés le théoréme des suites adjacentes, (ay) et (by) convergent vers une méme limite 7, ( et
VNEN, CLNZ€ZbN).

Par aiIIeurs, VN € N, SQN+1 S l S SQN+2, donc 0 S l— 52N+1 S SQN+2 - SQN+1 = U2N+2, donc ’R2N+1| S

|[uan 12
et Sony > € > Soni1, donc 0 > € — Son > Soni1 — Son = ugn 1, donc |Ron| < |uani1].

Le cas u, < 0 est analogue. [J.

Remarque 4. Lorsque ce critére s’applique, Sy fournit alors une valeur approchée de la somme S, & |Ry| prés
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Préliminaires : constante d’Euler
1 n+1
Soit f: [1,+o0[— R, t —> - Pour tout n > 1, on note w, :/ f)dt — f(n+1).

1. Comme f(n)—f(n+1) > w, > 0, par comparaison avec la série télescopique convergente Z f(n)—f(n+1),

la série g w, converge, on note IV sa somme.

n>1
N—-1 N—1+1 dt N—-1 1 N 1
2. P tout N > 1, = — = — =In(N 1— —.
our tout N > zwk / t ;kﬂ n(N) + Zk;

N
. . . 1 i
3. On en déduit que la suite (gn)n>1 définie pour tout N > 1 par gy = Z i In N converge vers la limite
k=1
notée v = 1 — IV. Cette limite est appelée « constante d'Euler ». Elle vaut environ 0, 577...

V. Formule de Stirling

,—{Théoréme 13 (Formule de Stirling).} \
n\”n
nl  ~ 2nm (—)
n—-+o00 e

démonstration (non exigible) :

- n!
In(n!) =) In(k), par continuité de In, il suffit donc de montrer que : In o In1, c.-a-d. que :
; /21’L7T (ﬁ) n—+00
ny\m" °
In(n!) = 1n< 2nm (—) ) + o(1), ou encore :
n—-+oo e
1
In(n!) = 51nn+nlnn—n+ln(\/27r) +o0(1) (1)
k+1
e Etape 1 : Pour k > 1, notons v, = / In(t)dt — In(k + 1).
n—1 g n—1
P > = —xlf — = — — 1), d’ou :
our tout n > 1, ka s [zlnz — 2|} Zln(k‘ +1)=nlnn—n+1—In(n!), d'od
k=1 k=1
n—1
1n(n!):nlmnfnJrlfz:w€ (2)
k=1
e Etape 2 :
Pour tout k > 1 on calcule :
k+1 . k+1 g _ kd - ; k1l kd
= 1.In(t)dt—In(k+1 = t—k)In(t — —dt— 1 = — —dt.
vk /k n(t) n(k+ )IPP,u(t):t—k,v(t):ln(t) [( ) 1l /k t n(k+1) donc vy /k t
+— E)27kH k+1 (4 _ )2 k1 (4 )2
Puis v, = — u +/ ( 2> dt, donc en posant xy, :/ ( 3 ) dt¢, on a :
IPPu(t)=1/tu(t)=(t—k)2/2 2t i k —2t k t
-1 1 T
= - Ik E
e S (Ek)
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(t—k)? _ 1 . P .
Orpourk<t<k+1,0< 2 < 72 donc par comparaison de séries positives, la série Ziﬂk converge, vers sa
k>1
somme ¢ € R,
n
ce que I'on peut écrire sous la forme : ;xk T L+o(1) (3)
n 1_
Par ailleurs, d’aprés le lemme, ; T " Inn e o(1) (d1)
En sommant (Ej) pour k allant de 1 3 n — 1 on obtient :
1 1¢a1 13
1— =1 —— N P
Z”k +3 Z<k+1+x’“> st tam ™
k=1 k=1
Doncl—Zv = = 1( +lnn)+1€+o(1) (#41)
Fnges 2 T2V 2 s
1 = 1
Finalement d’aprés (x) et (iii), en posant K = —(1 4~ + £), on obtient : 1 — ka = —lnn+K+o(l) (iv)
2 — notoo 2

1
D'aprés (2) et (iv), on obtient : In(n!) =nlnn —n + ilnn + K +o(1)
Puis

o~ V() @

n—-+o0o

e Etape 3 : 3 I'aide des intégrales de Wallis, on montre que e = /2, et de (%) on déduit la formule de Stirling. O

w/2
Intégrales de Wallis : pour tout n € N, on pose [, = / (sinz)"™ dx
0

1. Pour tout p € N, on montre que : Iz, =

2. La formule (x | tlyp o~
a formule (x) assure alors que : I, oo ZpeK (a)

3. (a) On vérifie que la suite (I,,) est décroissante et positive, et pour tout n > 1, 1,141 < 1721 < IL,I,-1.

s
(b) Ona I, I+ N o

c) On en déduit que I,, ~ 1, puis que Io, ~ ).
2 P
n

n—+o00 p—+oo \[ 4p

4. En identifiant (a) et (b), on obtient e = v/27.

/2 w/2
1. Ioz/ (sinz)® dm:g,et 11:/ sin x dx:[—cosx}gﬂ:l.
0 0

w/2 w/2
Soitn>2:1, = / (sinz)" dx :/ (sinz)" 2(1 — cos® ) dz
0 0

w/2 w/2 w/2
= / (sinx)"?dx — / (sinz)" 2cos?x dz = I, o — / (sinz)" % cosx x cosx dx
0 0 0

linéarité
: n—1 /2 /2 (& n—1
= Ipo— %cosx —/ (sinz)"™ X (—sinz) dx
LP.P. n—1 0 0 n—1
1 . . . —1
Donc:Vn>2, I, =1,_9— 71[71, ce qui fournit la relation de récurrence: Vn>2, I, = n I,—2 (R).
n —_—
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On montre alors par récurrence sur p € N la propriété P, : « I, =
mitialisation : Iy = g
hérédité : supposons P, pour un entier p € N. d’aprés (R),
2p+2-1 2p+1 (2p+1) (2p)!
2p = IZp = 5
2p +2 2p+2 7 P 2(p+1) (2¢p))
2(p + )) ™

_(@p+2)(2p+1) (2p)! 7
2(p+1)]>  (27p!)? 2

™
Iopio = 5

(27p!)?

On montre de mé&me par récurrence sur p € N la propriété Q,, : « Igpy1 = m »
D !

initialisation : 11 = 1.

hérédité : supposons Q,, pour un entier p € N. d'aprés (R),

2p+3-1 2p+2) (2Pp)* P+ DP  @ph? 2P (p 4 1))?
2p+3 Mg 2p+3)(2p+1)!  (2p+3). 2p+2)2p+ 1) (2p+1)+1)
(2p)! m (2rph)?

rpP 2’ 1 T gy )

Iopy3 = ,dot Qpy.

Ainsi : |Vp e N, I, =

H
S
S
’B—-
e
2ol
S
1
+
8
B
[\
=
S
3
o
<
4
e
N\

2. Soit p € N, d'apres la formule (x) : Iy, =
T

I ~ — (b
P pstoo V2peK ()
3. (a) Soit n € N. Vz € [0,7/2], 0 < sinz < 1, donc sin(z)" " < (sinz)".

w/2 /2
Par croissance de l'intégrale, on a donc I,,41 = / (sinz)"™t dz < / (sinz)" de = I,
0 0

donc ’ la suite (I,,) est décroissante ‘

Soit n > 1. On a en particulier 1,11 < I, < I,_1. Comme I, > 0, on en déduit que :
Vn>1, Il <12 < Iy,

: (2p)! m (2rp!)? T T
b t N. P =2p, In1h1 = Iyl = = = ~ .
(b) Soitp € our n = 2p, +1 = doplopt1 P22 2p+ 1)1 2(2p 1 1) poioo 2(2p)
™ (2°p)?  (2p+2)!  (2p+2)m m

22+ D)2 (p+ D)2~ 22(p+ 1)2 p—too 2(2p + 1)

Pourn=2p+1: I, 1,41 = 12p+112p+2 =

T
Donc | I, Ipy1 ~ —
n—+oo 2n

1
(c) D'aprés le 2b), I, 1,41 = 1(1 +o(1)) ~ " De méme I, 11, m+o(l) L'enca-

n—+oo 2N n—too 2n’ n—+oo 2m — 2 nﬁ+oo o’
: . 7r
drement précédent montre que la suite (n[n) converge, et que hrf nli =5 Comme I, > 0, Vn > 0, on a
n—-—+0oo

- [ ) T
d'ou I, BECTURYiw puis Ig) o\ 7 o (b)

4. De (a) et (b) on déduit que , /I—p b Cloo \/%eK' donc \\/fz = elK' Conclusion | e = v2r|.

O
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VI. Produits de Cauchy

Etant données deux séries numériques Zun et Zvn, leur produit de Cauchy est la série an de terme

n>0 n>0
n
général w, = Zukvn_k = Z UpUqg
k=0 p,q€N; p+g=n
,—[Théoréme 14 (produit de Cauchy).] \

Si E Uy, et g vy, sont deux séries absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy E wy, est aussi
n>0 n>0 n>0
absolument convergent, et :

+o0 +oo k +o0o +oo
D we =2 | D wtiey | = | 2w | (D v
k=0 k=0 \p=0 p=0 q=0
démonstration : (non exigible) q
e Dans le cas ou les suites (u,) et (vy,) sont a termes posi-
51 * * * *
tifs, on note U = E Uy, et V = g vp. Pour N fixé :
n=0 n=0
k = 4
N 4 + + +
E: E:upvkp = E:(upi:”n p) < 4
k=0 \p= p=0 k=3 Zzupvq
N N 34 * p=0q0=0 *
E Up g v | < E Up X E vp, le membre de droite Ak
p=0 > 2 upvay
tend vers UV, donc Ies sommes partielles de la série po- k=R=0 \p=0.,
. ., é\ * *
sitive E wy, et majorées donc convergent vers W, avec
k
W <UV. k=l .
‘e * * 4
2N 2N 2 2 N
En outre, g E UpUp—p | = E Up Un—p ZOZO"P"q
_ pp=0gq=
p=0 p=0 n=p k=P i
<2N p N 2N—p N N 0 1 2 T3 4
E U E ve | > E g v | > E U E v 4
=0 p=0 =0 p=0 =0 Z UpVgq < Z Z upVq | < Z UpVq
donc dlalimte W >UV.Dood W =UV 0sp.as2 k=0 Ap+a=k Osp.as4
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e Cas général : montrons d’abord que la série g w,, est absolument convergente.
n>0

+o0 +o00
Notons A = Z |up| et B = Z\vn\ Soit N € N. On a:

n=0
N N /N N
YITIED 31) SEAIIED of b oTERTSH) B o0 STZATE) B0 of (2% SH) 5 ML ERE:
n=0 n=0 |p=0 p=0 \n=p p=0 n=p
Donc Z w,, est absolument convergente, donc convergente, vers un nombre W.
n>0
N N N
En notant, pour N e N, Uy = Zup, Vn = qu, et Wy = qu, ona:
p=0 q=0 q=0
N [N N q N N N N
CAEELCRD 91 Dot 5 of D o) 1D o1 D o B ot b oo
p=0 \ ¢=0 g=0 \p=0 p=0 q=0 p=0 q=p
N N
—IZ% qu qu > l—\Z% > o Z Z g,
= q=N-p+1 N—p+1

pms en remontant Ies caIcuIs precedents en remplacants | es termes des suites par leurs valeurs absolues :

N [N N N N
|UnVN — Wi| §Z Z|Up‘|vq| _Z |up|[vg—pl |Up‘ Z‘Uﬂ _Z|wq‘-

p=0 \ ¢=0 =0 \p=0 q=0 q=0

Le cas positif montre que le membre de droite tend vers 0, d ol Iexistence de la limite : lim Wy = lim Uy X
N—+4o00 N—+o00
lim Vy O
N—+o0
+oo " 100 ym
exemple 8. exp(z) = Z —et exp(y) Z — sont les sommes de deux séries absolument convergentes. Leur produit
n!

n=0 m= 0
de Cauchy est donc absolument convergent et la somme vaut :

PIEHED DETES D) Spr AR DED I 0 AN S

mO sOmO = s=

On a exp(:r +y) = exp(x ) X exp(y)

o

Remarque 5. On verra au chapitre “séries entiéres” que :

[Proposition 15 (exponentielle complexe).]

exp(z + iy) = exp(x) exp(iy) = exp(z)(cos(y) + isin(y)) = ® V¥, Va,y € R

X en . n +o0o .prgp +oo .2q+1y2q+1 +oo ( 1)py2p

iy i - g~ (=D y
exp(iy) = Z T Z ). + qz_% g+ 1) = ;_:0 )] + qz_:o NOEEE = cos(y) + isin(y)
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Programme PC :

A - Séries numériques
Cette partie consolide et élargit les acquis de premiére année sur les séries, notamment la convergence absolue, en vue de

I"étude des probabilités discrétes et des séries de fonctions.
La semi-convergence n'est pas un objectif du programme.

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Compléments sur les séries a valeurs réelles

Théoréme de comparaison entre une série et une intégrale :
si f est une fonction continue par morceaux sur [0, 400,

positive et décroissante alors |a série Zf(n) converge si et
seulement si f est intégrable sur [0, +oc0].

Formule de Stirling : équivalent de n!. Démonstration non exigible.

Régle de d’Alembert.

Théoréme spécial des séries alternées, majoration et signe du La transformation d'Abel est hors programme.
reste.

b) Produit de Cauchy de deux séries

Le produit de Cauchy de deux séries Zun et Zvn de

nombres complexes est la série E Wy, avec :

Wy, = E UgUp-

p+g=n

Si les séries E u, et E vy, sont absolument convergentes Démonstration non exigible.

alors la série E wy, 'est aussi et on a :

S (E0(E)

p=0 q=0
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