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Pré-requis

Notion de suites numériques. Régularité d'une fonction de la variable réelle.

Objectifs

Donner un sens 3 la notion de convergence d'une suite de fonctions : point par point (convergence simple) ou
uniforme (pour la norme infinie). Cadre théorique pour échanger limn — +oc avec la dérivation, I'intégration.
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On note K = R ou K = C, et on considére des fonctions a valeurs dans K.

I. Suites de fonctions

I.1 Convergence simple
{Définition 1.}

Soit I un intervalle réel. On dit qu'une suite (f,),en de fonctions de F(I,K) converge simplement
sur [ vers la fonction f: [ — K si :

Ve e l, folx) —— f(x)

n—-+o0o

Remarque 1. En d’autres termes, (f,) CVS sur [ vers f si et seulement si :
Ve eI, (Ve >0, Ing = no(x,e) €N; Vn > ng, |fu(z) — f(2)] <e)
dans cette notion de convergence, la vitesse de convergence dépend du point x considéré!!!

exemple 1. La suite (a,)nen de fonctions définies par : Vn € N, n - [0’1$] : Hjn
Osiz <1

converge simplement sur I = [0, 1] vers la fonction a : © — { lsiz—1

Convergence simple
T T
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exemple 2. La suite (b,),en+ de fonctions définies par : Vn € N,

converge simplement sur I = R vers la fonction b : v — x.
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c,: R — R
exemple 3. La suite (¢, )nen de fonctions définies par : Vn € N, { r sizx<n

0 siz>n
converge simplement sur I = R vers la fonction ¢ : x — .

Convergence simple

6 T T
cl
c2
5r mm 3 .
mm 4
- C
4+ |
n
n
]
> 3 u i
]
u ]
L [ ]
L] [
2t u n i
u [
] n
o m
L ]
1+ L | i
L ]
u [
u | |
u |
0 1 1 | E—
0 1 2 3 4 5 6
X

Ch.5 Suites de fonctions 3/15



Maths Suites de fonctions' PC - grli:;(e;uE

M Koger Quimper

Remarque 2. Attention, les propriétés de continuité, dérivabilité, etc... ne sont pas nécessairement conservées
pour une limite simple!

Mais les inégalités larges étant conservées lors de passages a la limite, la positivité, les majorations par une
borne indépendante de n ou la convexité restent vraies.

I.2 Normes
2.a) Rappels de PCSI : normes
Définition 2.

Soit E' un R-espace vectoriel. L'application || || : £ — R est une norme si :
i) Vee E, ||z|| >0 (positivité) ;

i) Vee B, [||z]| =0 =2 =0g] (séparation);
i) Ve € E, VA €R, ||Az| = |\||lz]]  (homogénéité);
iv) V(z,y) € E? |lz+y|l < ||lz|| + |ly]| (inégalité triangulaire) ;

2.b) Rappels de PCSI : produit scalaire
Définition 3.
Une application B : E x E — R est dite si

Vy,y,2 € E, VAER, <zjy+ Az >=<z;y >+ A<z;2> et <x+Ay;z2>=<z;2>+A<y;2>

[Définition 4 (Produit scalaire).}

L'application < e;e >: ' x I — R est un produit scalaire réel si :

i) < e;@ > est ’symétrique‘
(i.e. Vo,w € E, < w;v >= < v;w >);

i) < ;e > est bilinéaire|

iii) < e;e > est|positive|(i.e. Vv € E, < v;v > > 0);

iv) <o;o>est(i.e. Yo e E,(<vv>=0 =v=0g));

exemple 4. Pour tous x = (xy,...,2,) € Eet y= (y1,...,Yn) € R" on pose :

n
<zyy >= Z x;y;, produit scalaire euclidien canonique (p.s. usuel)
i=1

exemple 5. Pour £ = C([0,1],R) on pose :
1
< fig>= / f(t)g(t) dt, produit scalaire sur E.
0

Ch.5 Suites de fonctions 4/15



Cours Suites de fonctions. PC - CPGE
Chapitre 5

Brizeux
2020—2021 Quimper

2.c) Rappels de PCSI : norme associée a un produit scalaire
[Définition 5.]

Si < e; e > est un produit scalaire sur £ on dit que I'application || || : z+— /< z;x > est
la norme associée

[Proposition 1 (propriétés de la norme associée a un p.s.).}

Soit E un R-espace vectoriel euclidien pour le produit scalaire < ; > et || || la norme associée.
L'application || || : E — R vérifie les propriétés (caractérisant une norme ) :
i) Ve € E, ||| >0 (positivité) ;
Ve e E, [|z|| =0 =x=0g]| (séparation);
i) Ve € E, YA € R, ||Az|| = |\|||z]] (homogénéité);
)

iv) V(z,y) € E?, |lz+yll < ||zl +|lyll (inégalité triangulaire) ;

démonstration : la positivité et le caractére séparé de la norme découlent directement de la positivité et du caractére

défini du produit scalaire. L’homogénéité découle de la bilinéarité.
Enfin I'inégalité de Cauchy-Schwarz assure I'inégalité triangulaire. (J

[Proposition 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz (rappel PCSI)).}

E espace vectoriel muni du p.s. < e;e >. Alors |V(u,v) € E?, | <ulv > | < /< ulu >/< v|v >

en particulier, si || || :z — /< z|x >, ona:|V(u,v) € E* | <ulv>| < |jul |lv|]|
En outre, il y a égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

démonstration :
Soient x,y € E fixés. On considére f : R - R, t =<z +ty,z +ty > .
a) f est une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a 2 :
Y, f(t) =< x|z >+ <tylr >+ < zlty > + < tylty >=< z|r > +2 < zly > t+ < yly > t*.
b) < | > est positive, donc pour tout t € R, f(t) > 0.
c) Le discriminant A associé a f doit donc &tre négatif (f ne peut pas changer de signe sur R).
A<O=2<zly>?—d<yly><zlr><0<=4<zjy>’<d<yly >< zlx >
— | <zly > | < V/<yly >\/< x|z >, car la racine carrée est croissante sur RT. [J

I[.3 Convergence uniforme
[Définition 6.]

Soit I un intervalle réel. On dit qu'une fonction f: I — R (ou f: I — C ) est bornée sur I s'il existe
K >0telque:Vtel, |f(t)] <K.

Si tel est le cas, on note || f||co.r = sup{|f(¢)|;t € I}, valeur appelé normé infinie de F sur I.
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Remarque 3. Rappel de PCSI : toute fonction continue sur un segment y est bornée et atteint ses bornes.

Remarque 4. || ||co,r est une norme sur 'ensemble des fonctions bornées sur 1.

Définition 7.

Soit I un intervalle réel. On dit qu'une suite (f,),en de fonctions (bornées) de F(I,K) converge
uniformément sur [ vers la fonction f: [ — K si :

Sup{|fo(t) = SO} = 1 fo = fllcr =22 0

Remarque 5. En d’autres termes, (f,,) CVU sur [ vers f si et seulement si :

Ve >0, 3ny =ni(e) € N;(Vn > ny, Vo € I, [fu(z) — f(z)] <e¢)

dans cette notion de convergence, la vitesse de convergence ne dépend pas du point de I considéré!!!

[Proposition 3.}

Si (f,) converge uniformément sur [ vers f, alors (f,,) converge simplement sur I vers f.

démonstration : Pour tout € > 0 fixé, et ny(c) associé, on pose, pour tout = € I, ng = ng(z,e) = ny(e), et on a
bien :
Ve eI, (Ve >0, dng =ng(z,e) € N; Vn > ny, |fulz) — f(z)| <e)O

Remarque 6. ATTENTION : La réciproque est fausse : en posant pour n € N, f,, : x 5+ la suite

H e
) A 1+ (x —n)
(fn) CVS sur R, vers f = 0, mais pour tout n € N, on a ||f, — Ol|cog = |fn(n) — 0] = 1 ne tend pas vers 0
lorsque n — +o00
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Convergence simple non uniforme
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I.4 Pratique : calculs de normes infinies

méthode 1 : on étudie les variations de f,,, pour n fixé. Attention aux signes! On obtient la valeur de || f,||co.s-

méthode 2 : pour tout t € I fixé et n € N quelconque, on majore |f,,(t)| < K et on trouve une valeur t, pour
laquelle I'égalite K = |f(to)| est réalisée.

I.5 Pratique : domination d’une suite

méthode : pour tout t € I fixé, on majore |f,(t)| < p(t) indépendemment de n € N.

II. Propriétés de la limite d’une suite

I1.1 Continuité de la limite d’une suite de fonctions

exemple 6. La limite d’une suite de fonctions continues peut ne pas étre continue.

. . . . n: 0,1] — R
Par exemple, la suite (f,,) de fonctions continues sur [0, 1] définie par Vn € N, Ju: [0 N o
. i 1 . .
converge simplement sur I = [0,1] vers f: x — { (1) :i i E [107 | , qui n’est pas continue.
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[Proposition 4.}

Soient I un intervalle réel, (f,)nen € F(I,K)Y une suite de fonctions continues sur I, qui converge

uniformément sur [ vers f € F(I,K).
Alors f est continue sur I.

. ) ) €
démonstration : Soient xy € I, et € > 0. Soit ng € N tel que Vn > ng, ||fn — flloos < =

La fonction f,,, étant continue en x, il existe un n > 0 tel que Vx €|xg — n,x0 + N[N, | fry(¥) — fro(z0)] <

Mais alors pour un tel n et 2 €]xg — 1, 20 + [N, on a :
[f (@) = f(zo)l = | f(2) = fro(®) + fro (@) = fao(20) + fno (x0) = f(20)]
[f(@) = f(@o)| < (@) = fao (@) + [ fro () = fro (®0)] + | fro (w0) — [ (w0)]

- -~

~
<e/3 <e/3 <e/3

Wl ™

Ve >0, In > 0; Yo €]zg —n, 20 +n[N1, |f(x) — f(zo)| < &, donc f est continue en xy, pour tout xy € [. [

Remarque 7. S’il y a convergence uniforme sur tout segment [a, b] de I, on obtient la continuité sur I.

I1.2 Interversion limite-intégrale

2.a) En cas de convergence uniforme

[Proposition 5.]

Soient I = [a,b] un segment, (fu)nen € F([a,b],K)Y une suite de fonctions continues sur [a,b], qui
converge uniformément sur [a, b] vers f € F([a,b], K).

b
Alors la suite (/ fu(t) dt> converge et :

s [ = [ - [0

demonstmtwn

b b
) di - / it dt\ ) dt]s [ 100 =101 dt < [ = Sl

po - [ 50 dt\ (6= ) 1y~ Fllions —— 0.

Le theoréme des gendarmes permet de conclure sur 'existence et la valeur de la limite. [J

Donc
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2.b) Convergence dominée

,—[Théoréme 6 (de convergence dominée, admis).} \

Soient I un intervalle de R, (f,)nen € F(I,K)" tels que :

i) pour tout n € N, f,, est continue par morceaux sur [ ;

ii) la suite (f,) converge simplement sur [ vers une fonction f continue par morceaux sur
I;

i) il existe une fonction ¢ : I — R continue par morceaux, positive et intégrable telle que :
pour tout n € N, ’fn‘ < p. (hypothése de domination de (f»). par une fonction intégrable)

Alors les fonctions ‘fn, pour n € N, et f sont intégrables sur 7|, la suite (/ fn> converge |, et
I n>0

fr=m [ 5

a,:10,1] — R

exemple 7. La suite (a,),en de fonctions définies par : Vn € N, . sin” t
x
n
. . Osiz <1
converge simplement sur I =|0, 1] vers la fonction a : © — { lsiz—1
10 Convergence dominée
al
a2
a3
0.8} .
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— alo
0.6 — a20 1
EE 3
> mm  phi
0.4} .
0.2} :
0 T e D =l e an. {
9.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
b,:10,1] — R
. . o 1.
exemple 8. La suite (b,),en de fonctions définies par : Vn € N, N —siz<n
x
Osiz>1
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converge simplement sur [ =0, 1] vers la fonction b : t — r

1
mais on ne peut pas dominer par une fonction inférieure a ¢ : ¢t — e qui n’est pas intégrable : le TCD ne

+oo
s’applique pas, et / by (t) dt —— 400
1

n—-4o00

Convergence simple sans TCD : limite non intégrable

1.0

¢ :]0,1] — R

) 1
exemple 9. La suite (¢,)nen+ de fonctions définies par : Vn € N, n(l —nz)siz < n
r +— 1
0six>—
n
. . lsix=1
converge simplement sur I =0, 1] vers la fonction ¢ : t — . ,
Osiz >0
mais on ne peut pas dominer par une fonction intégrable ¢, car on aurait : V¢ € [0,1], p(t) > sup |c,(¢)], en

neN*
particulier, pour n € N, comme ¢(1/(2n)) = n/2, pour tout t tel que F(1/t) =n on a :

1 1
n<-<n+1,et <t < —.
t (n+1) n

n -+ 2 S
2n+1—

Donc fu(t/2) = fu(1/(2(n +1))) = n(1 = n/(2(n +1))) = n

o3
vV
N =
VR
~+ | =
|
—_
N~

v

(n+1) (n)
1 1 1
grable : le TCD ne s’applique pas, et Vn € N*, / cp(t) dt = 5 he tend pas vers 0 = / c(t) dt.
0 0

1 /1 1/1
On obtient p(t/2) = 4,0‘[ 1 1 } (t/2) > 5 (% - 1), donc ¢(t) 5 (— — 1) donc ¢ n’est pas inté-
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40 Convergence simple sans TCD
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11.3 Dérivabilité

3.a) Suite de fonctions

[Proposition 7.]

Soient I un intervalle, (fu)ney € F(I,K)N une suite de fonctions de classe C* sur I, qui converge
simplement sur [ vers f € F(I,K), et telle que la suite (f]) de ses dérivées converge uniformément sur
I vers h € F(I,K).

Alors f est de de classe C' sur I, et ' =

démonstration :
Dans le cas ot [ est un segment de R, pour z,a € I, on a :

f(#) ~ fla) = Tim_fula) ~ fula) = lim / £t
n—+oo
On applique le théoréme d'integratlon terme a terme a la suite (f)) : elle converge uniformément vers h sur le

segment, donc hm / fr(t) dt = /h(t) dt.

Mais alors f(z) — f(a) = / h(t) dt, donc f est la primitive de h qui vaut f(a) en a, donc est C' et est telle

que f' =
Dans le cas I intervalle quelconque, on procéde comme précédeement sur tout segment J de I, et on obtient la
classe C' et la formule de dérivation sur tout segment .J de I, donc sur I.

Remarque 8. S’il y a convergence uniforme sur tout segment [a, b] de I, le résultat reste vrai.
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[Proposition 8.}

Soient k € N*, I un intervalle, (f,)ney € F(I,K)Y une suite de fonctions de classe C* sur I, qui
converge simplement sur I vers f € F(I,K), telle que les suites (")) CVS sur I vers h; € F(I,K)

pour i € [1,k — 1], et telle que la suite (f¥)) de ses dérivées k™ converge uniformément sur I vers
hi, € F(I,K).

Alors f est de de classe C! sur I, et f® = h;, pour tout i € [1, k].

démonstration : par récurrence sur k > 1. [J
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Programme PC :

B - Suites et séries de fonctions

L objectif de ce chapitre est de définir les modes usuels de convergence d’une suite et d’une série de fonctions
et de les exploiter pour étudier la stabilité des propriétés de ces fonctions par passage a la limite. En prolongement
du chapitre sur les espaces vectoriels normés de dimension finie, un lien est établi avec I'utilisation de la norme de la

convergence uniforme.

Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Modes de convergence d’une suite ou d'une série de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme d'une suite
de fonctions.

La convergence uniforme entraine la convergence simple.
Norme de la convergence uniforme sur I'espace des fonc-
tions bornées a valeurs dans R ou C.

Convergence simple, convergence uniforme, convergence
normale d'une série de fonctions.

La convergence normale entraine la convergence uni-
forme.

Pour établir la convergence normale de E fn, les étu-
diants doivent savoir utiliser une série numérique conver-
gente E «,, majorante, c'est-a-dire telle que pour tout

n, || falleo < am.

b) Régularité de la limite d’une suite de fonctions

Continuité de la limite d'une suite de fonctions :

si (fn) converge uniformément vers f sur [ et si, pour
tout n, f, est continue sur I, alors f est continue sur I.
Interversion limite-intégrale :

si une suite (f,,) de fonctions continues converge unifor-
mément vers f sur [a,b] alors

b b
/a dimfy(t)de = lim / fa(t)dt.

Dérivabilité de la limite d'une suite de fonctions :

si (f,) est une suite de fonctions de classe C* sur I qui
converge simplement sur I vers f et telle que la suite
(f!) converge uniformément sur I vers h, alors f est de
classe C' sur I et f' = h.

Ch.5 Suites de fonctions

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur
tout segment de 1.

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur
tout segment de /.
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CONTENUS

Extension aux fonctions de classe C*.

CAPACITES & COMMENTAIRES

Les étudiants peuvent appliquer directement le théoréme
concluant au caractére C* de la limite sous I'hypothése
de convergence simple des (1)) pour 0 < j <k —1 et
de convergence uniforme de (f)) sur tout segment de
1.

c) Régularité de la somme d’une série de fonctions

Continuité de la somme :

si E fn converge uniformément sur [ et si, pour tout
+oo
n, f, est continue sur I, alors E fn est continue sur [.

n=0

Intégration terme a terme d'une série de fonctions :
soit (f,,) une suite de fonctions continues sur [a, b]. Si

la série E fn converge uniformément sur [a, b] alors la
série des intégrales est convergente et on a :

/abfffn(t)dt = Jf /ab fn(t)dt.

Dérivation terme a terme d'une série de fonctions :
soit (f,,) une suite de fonctions de classe C* sur I. Si

la série 5 fn converge simplement sur [ et si la série

+o0
E /1 converge uniformément sur I, alors E fn est de
n=0
“+oo
classe C' sur I et sa dérivée est ) f;,.

n=0
Extension aux fonctions de classe CF.

Ch.5 Suites de fonctions

Adaptation au cas o0 la convergence est uniforme sur
tout segment de 1.

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme sur
tout segment de 1.

Les étudiants peuvent appliquer directement un théo-
réme concluant au caractére C* de la somme.
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CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

e) Suites et séries de fonctions intégrables

Théoréme de convergence dominée :

Si (f,,) est une suite de fonctions continues par morceaux
sur I convergeant simplement sur I vers une fonction f
continue par morceaux et telle qu'il existe une fonction
¢ continue par morceaux et intégrable sur I vérifiant
|fu] < @ pour tout n, alors les fonctions f, et f sont
intégrables sur [ et :

n—-4o00

/I fult) dt — /] £(¢) dt.

Théoréme d'intégration terme 3 terme :
Si (f,) est une suite de fonctions continues par morceaux

et intégrables sur I, telle que la série E fn converge
simplement vers une fonction f continue par morceaux

sur I et telle que la série Z / | fr(t)|dt converge, alors
I
f est intégrable sur [ et

/If(t) dtziflfn(t) dar.

Démonstration hors programme.

L'hypothése de continuité par morceaux de f, imposée
par les limitations du programme, n’'a pas |'importance
de I'hypothése de domination.

Démonstration hors programme.
L'hypothése de continuité par morceaux de la somme,
imposée par les limitations du programme, n'a pas I'im-

portance de I'hypothése de convergence de Z / | ful-
I

Ch.5 Suites de fonctions
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