Théoréme
Soit [a;b] C R, un intervalle, f : [a;b] — R, continue sur [a;b].

i. F: { ;0] - R est 'unique primitive de f sur [a;b] qui s’annule en a.

x> [T f(t)dt

ii. Pour toute primitive F' de f sur [a;b], pour tout = € [a;b] on a [ f(¢) dt = F(z) — F(a).

Démonstration
i. F est continue sur [a;b] car, pour tout zp € [a;b], on a :

lim F(x) — F(z9) = lim f dt—/ f(t) dt = lim xf(t) dt

T—T0 T—TQ Tr—x0 Z0

Comme f est continue sur [a;b], f est bornée sur [a;b] : Vi € [a;b], —M < f(t) < M pour
un certain M > 0. Il suit :

YV € [a;b], /x—Mdt</mf(t) dt</szt <:>—M(a;—xo)</xf(t) dt < M(z — zo)

En passant a la limite pour z — ¢ et, avec le Théoréme des Gendarmes, on a
limg_yq, F'(z) — F(z0) = 0.

Remarque : il y a une erreur dans ce qui est ci-dessus. Trouvez-la et corrigez-la (1 pt
pour le premier a y parvenir). Pour prouver i., on peut se limiter a ce qui suit :

Prouvons a présent que F est dérivable sur [a;b] et F' = f.
Soit xg € [a;b], on veut établir que limg,_,,, Ew)=Flzo) f(z0). On a, Vz € [a;b]\{zo} :

T—x0

EOZFE0) g = L ([0 at - = aitan)) = - [ 1100 -

Il suit que |22 = F(@0) —f<xo>] <2 [T15w) - flao)
T — X0 Tr — X
Or, f étant continue en zy : Ve >0, 36 > 0 / |x—a:0| <) = ]f( ) — f(zo)| <e.
On a donc |z — xo| < 0 = M f(xo)}g ! edt =e.
Tr — X T — X0
Il suit que limy_4, w f(xg) =0.

F est donc dérivable en zg et F'(xg) = f(z¢) et, comme f est continue sur [a;b], F est de
classe C! sur [a;b].

Reste & voir que F est I'unique primitive de f qui s’annule en a.

Il est clair que F(a) = 0. Supposons que G soit une autre primitve de f qui s’annule en
a. On a G — F qui est dérivable de dérivée nulle sur I'intervalle [a;b], il suit que c’est une
fonction constante sur [a;b]. Comme (G — F)(a) =0,ona G—F =0<= G = F et F est
bien I'unique primitive de f sur [a;b] qui s’annule en a.

. Soit F une primitive de f sur [a;b]. On a: F(z) = [ f(t) dt + K pour un certain K € R.

:/abf(t) dt + K—</aaf(t) dt + K) Z/:f(t) dt



