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Quimper

Exercice 1

Pour n e N, on note R,,[X] I'espace vectoriel des polyndmes réels de degré plus petit que n.

Si P =

ZakX € R, [X], on dit que P est de degré n quand a,, et a, s'appelle alors le coefficient dominant de P.

Pour tout entler naturel n, on appelle ¢, la fonction définie sur [—1, 1] par

¢n(x) = cos(n arccos(x))

Partie 1.

Al

6.
7.

Vérifier que pour tout entier naturel n, la fonction ¢,, est continue sur [—1,1].

Pour = € [—1, 1], donner une expression polynomiale de cq(x), c1(z), ca(x), cs(x).
Représenter graphiquement dans un méme repére orthonormal les fonctions cg, ¢, ¢a, c3.
Montrer que Vn € N*, Vo € [—1,1], cpi1(x) + cno1(x) = 22, ().

Soit la suite de polynémes (7},),en définie par

T(): 1, T1 =X et \V/TLGN, Tn+2 :2XTn+1—ﬂL

Montrer que pour tout n € N, T,, est un polynéme de degré n de coefficient dominant que |'on explicitera.
Prouver que pour tout n, la famille (7y, 71, ..., T,,) est une base de R,,[X].
Montrer que pour z € [—1,1] et n € N, on a T),(z) = ¢, (2).

Partie I1.

1.

2.

Pour tout couple (P, Q) d'éléments de R[X], on pose (P /
1.a. Vérifier que I'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X]. On note ||.|| la norme associée.
Dans toute la suite du probléme, R[X] est muni de ce produit scalaire.

™

1.b. Soient p,q € N. On pose I, , = / cos(pb) cos(qh) db.

Démontrer que si p # ¢ alors I, :OO.
Calculer I, .

1.c. Montrer que pour tout n € N, la famille (Ty,...,T,) définie en partie I est une base orthogonale de
R,,[X]. Cette base est-elle orthonormale ?

1.d. Prouver que pour tout entier naturel n non nul, T, est orthogonal a R,,_[X].

T 2
1.e. Montrer que Vn € N*, (X"|T,,) = ||2n ||1 :
n—1
Soient n € N*, ag,...,a,_; des réels et P = X" + Zaka.
k=0

n

2.a. Justifier I'existence d'une unique famille de réels (by)o<k<n telle que 'ona P = Zkak'

k=0
2.b. Calculer b,,.

2.c. Montrer que I'on a ||P||* > 262
2.d. En déduire la valeur de

1 n n—1 2
"+ a, it
inf / (#" + anat" '+ Fao)
(aov-'-van—l)eRn 1 A/ 1 _ t2
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