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0) Question préliminaire : Soient α et β deux réels strictement positifs. Véri�er que :

(1 + α)(1 + β) ≥ (1 + α + β).

Exercice 1 Déterminants

Soient (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ deux suites de réels strictement positifs.

On pose ∆1 =

∣∣∣∣ 1 −v1
u1 1

∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1 −v1 0
u1 1 −v2
0 u2 1

∣∣∣∣∣∣ et, pour tout n ≥ 3 :

∆n =
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et on note pour tout n ∈ N∗, an = unvn.

1. Calculer ∆1 et ∆2.

2. Démontrer que :
∀n ≥ 3, ∆n = ∆n−1 + an∆n−2.

3. Prouver que la suite (∆n)n∈N∗ est croissante.

4. Soit n ∈ N∗. Montrer que :

∀n ∈ N∗, ∆n ≤
n∏

k=1

(1 + ak).

On pourra utiliser un raisonnement par récurrence que l'entier naturel j.

5. Pour tout n ∈ N∗, on note Pn =
n∏

k=1

(1 + ak), Sn =
n∑

k=1

ln(1 + ak) et on suppose dans cette question que la

série
∑
n≥1

an converge.

(a) Prouver que la suite (Pn)n∈N∗ converge.

(b) Que peut-on en déduire pour la suite (∆n)n∈N∗ ?

6. On suppose maintenant que la suite (∆n)n∈N∗ converge.

(a) Véri�er que : ∀n ∈ N∗, ∆n ≥ 1.

(b) Pour tout n ∈ N∗, n ≥ 2, on pose tn = ∆n −∆n−1. Etudier la nature de la série :
∑
n≥2

tn.

(c) Prouver alors que la série
∑
n≥1

an converge.

7. Quel résultat a-t-on �nalement établi ?
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