
Maths DM 04
pour le lundi 14 octobre 2019

DM n◦ 04 PC
2019-2020

Exercice 1 (e3a-CCP)

1. (a) Soit n ∈ N∗. Démontrer que
1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1

(b) Pour q ∈ N∗, démontrer que
q∑

n=1

1

n(n+ 1)
= 1− 1

q + 1

(c) En déduire la nature de la série
∑
n≥1

1

n(n+ 1)
.

2. Dans cete question, a est un réel �xé. Pour tout n ∈ N∗, on pose vn =
an

n(n+ 1)

(a) Dans le cas |a| ≤ 1, justi�er que la série
∑
n≥1

vn est convergente.

(b) Dans le cas |a| > 1, justi�er que la série
∑
n≥1

vn est divergente.

3. Pour k ≥ 1, on note Rk =
+∞∑

n=k+1

1

n(n+ 1)
.

(a) Que représente Rk pour la série
∑ 1

n(n+ 1)
?

(b) Calculer kRk, pour k ∈ N∗.

(c) Quelle est la nature de la série numérique
∑
k≥1

kRk ?

Problème 1 (e3a-CCP)

Partie I

On considère l'espace vectoriel R4. On note (e1, e2, e3, e4) la base canonique de R4.

On considère la matrice A ∈M4(R) dé�nie par

A =


−7 −16 7 −4
9 −3 −4 −7
7 −4 −7 −16
−4 −7 9 −3


On note f l'endomorphisme de R4 dont la matrice dans la base canonique est A.

1. (a) Calculer f(e1), f
2(e1) = f ◦ f(e1).

(b) Montrer que la famille (e1, f(e1), f
2(e1)) est liée.

2. Montrer de même que la famille (e2, f(e2), f
2(e2)) est liée.

3. Montrer que la famille B = (e1, f(e1), e2, f(e2)) est une base de R4.

4. En déduire que, pour tout x ∈ R4, f2(x) + 10f(x) + 100x = 0.

5. Ecrire la matrice de f dans la base B.
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Partie II

On se place maintenant dans l'espace vectoriel Rd et on considère un endomorphisme f de Rd, pour d ∈ N �xé.

Soit x un vecteur non nul de Rd. On considère la suite (xn)n∈N dé�nie par récurrence apr :{
x0 = x

∀n ≥ 0, xn+1 = f(xn)

et on note Ex = VectR((xn)n∈N) =

{(
d−1∑
n=0

λnxn

)
n∈N

; d ∈ N∗, (λn)0≤n≤d−1 ∈ Rd

}
, l'ensemble des combinaisons li-

néaires �nies des éléments de la famille (xn)n∈N.

1. Montrer que f (Ex) ⊂ Ex, c'est à dire que Ex est stable par f .

2. Soit F un sous-espace vectoriel de R2 contenant x et stable par f . Montrer que Ex ⊂ F .

3. Soit p le plus grand entier tel que (x0, x1, . . . , xp−1) est une famille libre.

(a) Justi�er l'existence d'un tel entier p.

(b) Montrer qu'il existe des réels a0, a1, . . . , ap−1 tels que xp =

p−1∑
i=0

aixi.

(c) On note E′x = VectR((x0, . . . , xp−1)). Montrer que E′x est stable par f .

(d) En déduire que Ex = E′x et que la famille Bp = (x0, x1, . . . , xp−1) est une base de Ex.

4. On note f̂ = f
|Ex

|Ex
l'endomorphisme de Ex induit par f sur Ex, c'est à dire l'endomorphisme dé�ni par :

f̂ : Ex −→ Ex

v 7−→ f(v)
.

Donner la matrice de f̂ dans la base Bp.
5. Montrer que la famille (Id, f̂ , f̂2, . . . , f̂p−1) est libre dans L(Ex).

6. (a) Montrer que pour tout k < p,

f̂p(xk) = a0xk + a1f̂(xk) + · · ·+ ap−1f̂
p−1(xk).

(b) En déduire que l'on a f̂p = a0Id + a1f̂ + · · ·+ ap−1f̂
p−1
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