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(¢3a-CCP)

1 1 1
1. (a) Soit n € N*. Démontrer que h D) =

(b) Pour ¢ € N*, démontrer que

— n(n+1) qg+1
(c) En déduire la nature de la série Z !
n>1 n(n + 1) .
2. Dans cete question, a est un réel fixé. Pour tout n € N*, on pose v,, = S
n(n+1)

(a) Dans le cas |a|] < 1, justifier que la série Zvn est convergente.
n>1

(b) Dans le cas |a| > 1, justifier que la série Zvn est divergente.

n>1
+00 1
3. Pour kK > 1, on note Rj, = —.
= nn F Z n(n+1)
n=k+1
1
(a) Que représente Ry, pour la série Z m?

(b) Calculer kRy, pour k € N*.

(c) Quelle est la nature de la série numérique Z kRy?
k>1

'Probléme 1| (e3a-CCP)

Partie 1

On considére I'espace vectoriel R*. On note (e1,€2,€3,¢e4) la base canonique de R,
On considére la matrice A € My(RR) définie par

-7 =16 7 -4
9 -3 -4 -7
7T -4 -7 -16
-4 -7 9 =3

A=

On note f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est A.
1. (a) Calculer f(e1), f2(e1) = f o f(e1).

(b) Montrer que la famille (ey, f(e1), f2(e1)) est lice.
2. Montrer de méme que la famille (ea, f(e2), f?(e2)) est lide.
3. Montrer que la famille B = (e1, f(e1), e2, f(e2)) est une base de R%.
4. En déduire que, pour tout z € R, f2(z) + 10f(z) + 100z = 0.
5

. Ecrire la matrice de f dans la base B.

Devoir Maison n° 04 1/2



Maths DA 04 DM n° 04] e 4 CPGE

pour le lundi 14 octobre 2019 M. Roger Quimper

Partie 11

On se place maintenant dans I'espace vectoriel R? et on considére un endomorphisme f de R?, pour d € N fixé.
Soit 2 un vecteur non nul de R%. On considére la suite (i, )nen définie par récurrence apr :

To=2<

{ Vn >0, Tp41= f(xn)

d—1
et on note E, = Vectr((zn)nen) = {(Z Anacn)
n=0

néaires finies des éléments de la famille (z,)nen.

; d e N (An)o<n<d—1 € Rd}, I'ensemble des combinaisons [i-
neN

1. Montrer que f (E,) C E,, c'est a dire que E, est stable par f.

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de R? contenant x et stable par f. Montrer que E, C F.

3. Soit p le plus grand entier tel que (xg,21,...,2p—1) est une famille libre.
(a) Justifier I'existence d'un tel entier p.
p—1
(b) Montrer qu'il existe des réels ag, a1, ...,a,—1 tels que x, = Zaimi.
i=0
(c) On note E!, = Vectr((o,...,zp—1)). Montrer que E, est stable par f.
(d) En déduire que E, = E., et que la famille B, = (x¢,21,...,2p_1) est une base de E,.

4. On note f: f“gg I'endomorphisme de E.,. induit par f sur E,, c'est a dire I'endomorphisme défini par :

A

f: B, — E,
v — f(v)

Donner la matrice de f dans la base B,.
5. Montrer que la famille (Id, £, f2,..., fP~1) est libre dans L(E,).
6. (a) Montrer que pour tout k < p,

FP(x1) = apwy + a1 fag) + -+ ap_1 P (zp).

(b) En déduire que I'on a f? = agld + a1 f +--- +ap_1 fP*
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