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Exercice 1 Suite de fonctions

1. Pour n ≥ 1, on pose

fn : t 7−→ n

t+ (1 + t2)n
.

Montrer que la suite de fonctions (fn) converge simplement sur I = R+ vers une fonction f que l'on précisera.

2. Justi�er que pour tout n ≥ 1, et tout t ≥ 0, |fn(t)| ≤
1

1 + t2
.

3. La fonction g : t 7−→ 1

1 + t2
est-elle intégrable sur R+ ?

4. En déduire que que lim
n→+∞

∫ +∞

0

n

t+ (1 + t2)n
dt =

π

2

Exercice 2 Séries de foncttions

1. Justi�er que l'on dé�nit bien une fonction f sur R en posant :

∀x ∈ R, f(x) =
+∞∑
k=0

eikx

2k
.

2. Déterminer l'ensemble de dé�nition de ϕ : x 7−→
+∞∑
n=1

xn

n2

3. Déterminer l'ensemble de dé�nition de ψ : x 7−→
+∞∑
n=0

2nx

n!

Exercice 3

On admet que

∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2

1. Montrer que

∫ 1

0

dt√
−2 ln(t)

=
√
2

∫ +∞

0

e−x
2

dx en posant x =
√
− ln(t)

2. Soit n ∈ N. Justi�er le changement de variable x = (cos t)n dans l'intégrale wn =

∫ π/2

0

(cos t)n dt

3. Montrer que la suite de fonctions de terme général fn : t 7−→ 1√
n(t−2/n − 1)

converge simplement vers la

fonction t 7−→ 1√
−2 ln(t)

, et en déduire, grâce au théorème de convergence dominée, que wn ∼
n→+∞

√
π

2n
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