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Exercice 1

On rappelle les formules de trigonométrie que ’'on pourra utiliser sans les redémantrer :
2 cos(p) cos(g) = cos(p+q) +cos(p—q) et 2 sin(p) cos(g) = sin(p + q) + sin(p — q)

Soit @ un réel non nul fixé.
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction u, de R vers R par :

Ve R, un(e) = 2007)
n:

1. Déterminer 'ensemble de définition Z de la fonction C : z — Z un ().
nz=0

2. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions E Up SUr 2.
nz0

3. Donner pour tout € 2 une expression de C(z) a I'aide des fonctions usuelles.

4, Pour tout entier naturel n, on naote :

™

Jﬂ:]ﬂ sin(nz) C(z)dz et Iﬂ:/ cos(nz) C(z) dzx

4.1 Calculer J,, puis I,.

4.2 Déterminer lim J, et lim I,,.
n—+o00 n—r=+00

mn 2
5. On pose enfin, lorsque cela existe, S(z) = Z LS(HI)

nz0

n!

Déterminer I'ensemble de définition de la fonction S et donner une expression de S(z) 4 I'aide des fonctions usuelles.

Devoir Maison n° 06

1/2



Maths DM 06 DM »n° 06' PC o“ CPGE

pour le mardi 12 novembre 2019 M. Roger

Correction. Exercice 1 : e3a mp 1 2019

a" cos (nx) la|” o . . .
——— donc |uy, (z)] < o terme général de la série exponentielle qui converge pour
n

toute valeur de o donc Z |un, ()| converge. On en déduit que D = R.

Q1: Onauwu,(z)=

n n
D . a o - _
Q2 : D'aprés ce qui précéde, ||u,|, < 4 et E |—|' converge donc la série de fonction E u, converge
n n:

normalement donc uniformément sur R.
n _inc ix\" +oo
Q3 : Posons v, (z) = @ 6' _ (0‘6') . Ona ZU" (z) = exp (ae’) et Vn € N, Re (v, (z)) = u, (2)
n! n!
n=0

+oo +oo
donc Zun (IL’) = Re ( Un (l‘)) = Re (eXp (aeix))_ Or exp (aeim) = exp (O./ COS (ZE) + jasin (I)) _
n=0 n
e cos@eiasin@) donc O () = @ cos (arsin (z)).
Q4.1 : Ona J, = / sin (nz) C (z) dx et x — sin (nz) C (x) est impaire car C' est paire donc J, = 0. On

—Tr

s +oo T oo
al, = / oS (TM)Zuk (x)dx = / Zcos (nz) ug (x) dx. On pose wy () = cos (nz)ug (x). On a
- k=0 T k=0

|will, < |lukll,, donc la série de fonctions E wy, converge normalement donc uniformément sur R et les

+o0
. . : T a™ cos (nx) cos (kx
fonctions wy, sont continues. On en déduit que [, = E / wg () dz. Or, wy () = (nz) cos (kz) =
k=0""T

k!
g—;(cos(kJrn) (x) + cos (k —n) (z)) donc /7; wy (r)dr =0si k #n et /: wy, () de = ;l—?:! :1dx =
Oi;ﬁ donc I,, = a;!ﬂ.

Q4.2 : Ona J, =0 donc n1—1>I-&I-loo Jn =0et ngrfoo I, =0 (car Z a;:!ﬁ converge).
n nea2 n n +© n o
Q5 : On a cos® (nr) = H#S(m donc %!(nx) = ;_n! 4 & cosy(;szx). Or ;;_n! = % et

oo n 2 «

X 2 ,
E o cos (n x 27) = (' (2x) donc la série E a” cos” (n) converge et S (z) = Epereos2) ¢oq (asin (2)).
- n n! 2
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