
Maths DM 06
pour le mardi 12 novembre 2019

DM n◦ 06 PC
2019-2020

Exercice 1

Devoir Maison n◦ 06 1/2



Maths DM 06
pour le mardi 12 novembre 2019

DM n◦ 06 PC
M. Roger
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Q1 : On a un (x) =
αn cos (nx)

n!
donc |un (x)| ≤

|α|n

n!
terme général de la série exponentielle qui converge pour

toute valeur de α donc
∑
|un (x)| converge. On en déduit que D = R.

Q2 : D'après ce qui précède, ‖un‖∞ ≤
|α|n

n!
et
∑ |α|n

n!
converge donc la série de fonction

∑
un converge

normalement donc uniformément sur R.

Q3 : Posons vn (x) =
αneinx

n!
=

(αeix)
n

n!
. On a

+∞∑
n=0

vn (x) = exp
(
αeix

)
et ∀n ∈ N, Re (vn (x)) = un (x)

donc
+∞∑
n=0

un (x) = Re

(
+∞∑
n=0

vn (x)

)
= Re

(
exp

(
αeix

))
. Or exp

(
αeix

)
= exp (α cos (x) + iα sin (x)) =

eα cos(x)eiα sin(x) donc C (x) = eα cos(x) cos (α sin (x)).

Q4.1 : On a Jn =

∫ π

−π
sin (nx)C (x) dx et x 7→ sin (nx)C (x) est impaire car C est paire donc Jn = 0. On

a In =

∫ π

−π
cos (nx)

+∞∑
k=0

uk (x) dx =

∫ π

−π

+∞∑
k=0

cos (nx)uk (x) dx. On pose wk (x) = cos (nx)uk (x). On a

‖wk‖∞ ≤ ‖uk‖∞ donc la série de fonctions
∑

wk converge normalement donc uniformément sur R et les

fonctions wk sont continues. On en déduit que In =
+∞∑
k=0

∫ π

−π
wk (x) dx. Or, wk (x) =

αn cos (nx) cos (kx)

k!
=

αn

2k!
(cos (k + n) (x) + cos (k − n) (x)) donc

∫ π

−π
wk (x) dx = 0 si k 6= n et

∫ π

−π
wn (x) dx =

αn

2n!

∫ π

−π
1dx =

αnπ

n!
donc In =

αnπ

n!
.

Q4.2 : On a Jn = 0 donc lim
n→+∞

Jn = 0 et lim
n→+∞

In = 0 (car
∑ αnπ

n!
converge).

Q5 : On a cos2 (nx) =
1 + cos (2x)

2
donc

αn cos2 (nx)

n!
=

αn

2n!
+
αn cos (n× 2x)

n!
. Or

+∞∑
n=0

αn

2n!
=

eα

2
et

+∞∑
n=0

αn cos (n× 2x)

n!
= C (2x) donc la série

∑ αn cos2 (nx)

n!
converge et S (x) =

eα

2
+eα cos(2x) cos (α sin (2x)).
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