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Exercice 1 :

On note F l'espace vectoriel des fonctions dé�nies sur J = ]−1,+∞[ à valeurs réelles.

Soit p ∈ N. Pour tout k ∈ [[−1, p]], on dé�nit les fonctions fk sur J par :

∀x ∈ J, f−1 (x) = ln (1 + x) et ∀k ∈ [[0, p]] , fk (x) =
1

(1 + x)k
.

1. Etude du sous-espace vectoriel engendré par ces fonctions

1.1. Soit (ak)k∈[[−1,p]] des réels tels que

p∑
k=−1

akfk est la fonction nulle.

Démontrer que a−1 = 0.

1.2. Démontrer que la famille B =(fk)k∈[[−1,p]] est libre.
On note E = vect (B).

1.3. En déduire la dimension de E.

2. On note u l'application qui à toute fonction de E associe la fonction g dé�nie sur J par :

∀x ∈ J, g (x) = (1 + x) f ′ (x) .

2.1. Déterminer, pour k ∈ [[−1, p]], les images de fk par u.

2.2 Véri�er que u est un endomorphisme de E.

2.3. Déterminer le noyau et l'image de u.

2.4. Préciser u−1 ({f−1}), l'ensemble des antécédents de f−1.

2.5. Déterminer la matrice M de u dans la base B.
2.6. L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

2.7. L'endomorphisme u2 est il diagonalisable ?

3. Résoudre sur J l'équation di�érentielle (ED) : f−1 (t) = (1 + t) y′ (t).

4. Soit h2 la solution de l'équation di�érentielle (ED) nulle en 0.

4.1. On note h3 la solution de l'équation di�érentielle h2 (t) = (1 + t) y′ (t) nulle en 0.
Expliciter h3.

4.2. En itérant le procédé, pour tout entier naturel k ≥ 2, on note hk la solution nulle en 0 de l'équation

di�érentielle hk−1 (t) = (1 + t) y′ (t).
Expliciter hk.

5. Etude de la série de fonction
∑
k≥2

hk

5.1. Montrer que la série de fonctions
∑
k≥2

hk converge simplement sur J et calculer sa somme H.

5.2. La fonction H est-elle dans E ?

5.3. En utilsant la question 5.1. véri�er que H est dérivable et que H ′ ∈ E.
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