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Exercice 1

On consideére la suite (a,)nen définie par ag = 1 et la relation de récurrence :

n

1
Vn € N, Ant+1 = Z @

n—l—lkzon—k—l—Q

1. En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrer que : Vn € N, 0 < a,, < 1.
2. On considére la série entiére E a,x". Justifier que son rayon de convergence est supérieur ou égal a 1.

n>0

+o0o
Pour z €] — 1,1[, on pose f(z) = Zanx”.
n=0

xn

n+2

3.(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E
n>0
+00 n

(b) Déterminer I'ensemble réel de définition de la fonction 2 — Z
—0

n+2

+00 +00 " +00
(c) On pose, lorsque cela est possible, E apx" E 5] = g wyx", produit de Cauchy réel des deux
n=0 n=0 n+ n=0
xn
série E a,x" et E .
n+ 2
n>0 n>0
Justifier que le rayon de convergence de la série entiére E wy,x" est supérieur ou égal 3 1 et donner pour

n>0
tout entier naturel n, une expression de w,, a l'aide de la suite (a,).

+00 n
d) En dédui ] tout z €] — 1,1[, f'(z) = SR
(d) En déduire que I'on a pour tout = €] — 1, 1], f'(z) f(x)nzz()n+2
+oo ntl
4. Démontrer alors que pour tout = € [0, 1], In(f(z)) = Z CEFRICES)

n=0
5. En déduire, pour tout = € [0, 1], une expression de f(x) a I'aide de fonctions usuelles.

1 1
On utilisera sans le redémontrer que I'on a : = — :
m+1)(n+2) n+1 n+2

e s an
. Justifi u i — v u .
6. Justifier que la série o converge et calculer sa somme
n>0
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