Maths DM 11 DM n° 11' PC o‘; CPGE

pour le mardi 22 février 2022 2021-2022

Exercice

Dans tout |'exercice, on considére un entier n € N* et on note [, la matrice identité de M,,(R). De plus, si
M € M, (R), on désigne par M la transposée de la matrice M et tr(M) la trace de la matrice M.

Partie I - Approximation de la racine carrée d’un réel positif

On considére la suite de fonctions ( fx)ren définie par :
fo: Ry 2 RetVz e Ry, folz)=1

et la relation de récurrence :

VkeN, fi:R, s>RetVzeRy, fi(z)=

<f 1)+ fk_gf(x)) |

On admet que la suite (fx)ren est correctement définie par les relations ci-dessus. Dans la suite, on pourra utiliser
sans la démontrer |'inégalité :

N —

VEeN, VreRy, fi(z)>0.

I.1 - Convergence de la suite (fi)ken

1. Soit € R,. En calculant (fi(z))® — z, montrer que f.(x) > v/x pour tout k € N*.

2. Soit z € R,. Montrer que la suite (fi(x))ren+ est décroissante.

3. Déduire des deux questions précédentes que la suite de fonctions ( fx)ren converge simplement vers la fonction
f: R, — R définie par f(x) = v/z pour tout = € R,.

1.2 - Majoration de I’erreur

4. Soit x € R,. Montrer que pour tout k € N, on a:

5. Soit x € R,. En déduire que pour tout k € N*, on a :

1+«
L

| fr(z) — V| <

Partie 11 - Généralités sur les racines carrées d’une matrice

On dit qu'une matrice A € M,,(R) admet une racine carrée s'il existe B € M, (R) telle que A = B2 Dans ce
cas, on sait que B est une racine carrée de A.

6. Soit A € M,,(R). Montrer que si A admet une racine carrée, alors det(A) > 0.

7. Etudier la réciproque de la propriété établie dans la question précédente dans le cas ot n = 2. On pourra
considérer la matrice :

A= (8 (1)) € My(R)

d

Dans tout le reste de I'exercice, on considére une matrice symétrique S € M, (R) dont toutes les valeurs propres
sont positives.

et écrire B = (Z b) avec (a,b,c,d) € R

Devoir Maison n° 11 1/2



Maths DM 11 DM n° 11' PC .“ griF;(eSuI;

pour le mardi 22 février 2022 M. Roger

8. Justifier que la matrice S est diagonalisable dans M,,(R).

Dans la suite de |'exercice, on note Ay,..., \, les valeurs propres de S comptées avec leur multiplicité. On fixe une
matrice orthogonale P € GL,,(R) telle que S = PDP~! ou :
A (0)
D = . e M,(R).
© A

On considére également la matrice R = PAP ™" avec :

VAL (0)
0) VA

9. Vérifier que R est une matrice symétrique et une racine carrée de S.

A:

Partie III - Approximation d’une racine carrée d’une matrice symé-
trique

On note D I'ensemble des matrices diagonales de M,,(R) dont les coefficients diagonaux sont strictement
positifs. On considére également la partie Cp de M,,(R) définie par :

Cp={M € M,(R)|P"'MP € D}}.
10. Veérifier que I,, € Cp. Montrer que si M € Cp, alors M est une matrice inversible et on a :

1
(M +SM) € Cp.

La question précédente implique que I'on peut définir la suite (Uy)ren d'éléments de C'p par :
1
Uy =1, et Vk € N*, UkZE(Uk_l—FSUk—_ll).

On considére également la suite (Vj)ren définie par Vi, = P~'U, P pour tout k € N.
11. Soit & € N*. Exprimer V}, en fonction de D et Vj._;. En déduire par récurrence sur k € N que :

fr(A1) (0)

Vi =

(0) Je(An)
oll fj est la fonction définie dans la partie | de cet exercice.

On considére I'application N : M,,(R) — R définie par :

VB € M,(R), N(B)=/tr(BBT).
On admet que l'application N est une norme sur M, (R).
12. Soit k € N. Montrer que N(R — Uy) = N(A — Vj).
13. En déduire a I'aide de la question 5 que pour tout & € N*, on a |'inégalité :
tr(S) +n
N(R-U)) < S

14. Conclure que la suite (Uy)gen converge vers R.
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