Maths DM 13 DM n° 13' PC

pour le lundi 15 février 2020-2021

Exercice :

1. On considére la fonction K définie sur I'ouvert ]0, 1[x]0, 1[ de R? par :
11—z
1).
=W

(a) Démontrer que —1In(¢) > 1 — ¢ pour tout ¢t > 0 avec égalité si et seulement si ¢t = 1.

V(z,y) €)0,1[x]0,1], K(z,y) == 1n(§) +(1— ) In(

(b) En déduire que la fonction K est minorée par O sur son ensemble de définition. Est-elle
majorée 7

(c) Justifier que K est de classe C' sur ]0,1[x]0, 1] et calculer les dérivées partielles %—K et
0K )
i

(d) En déduire les points ou la fonction K atteint sa borne inférieure.

(e) En appliquant, pour y €]0, 1] fixé, la formule de Taylor avec reste intégral a
Jy rx— K(x,y), justifier I'inégalité :

T 1—=z
zln(§)+(1—w)ln(1_ ) > 2(x —y)? (6)
partie facultative
2. Pour toute partie D de [1, p] et tout vecteur x = (21,22, - ,2,) de RP, on note :
Ip = i€D .
0 siD=10
Soit x = (w1, 29, - ,xp) et y = (Y1, Y2, - ,Yp) deux éléments de R’ ” tels que :

p p
Z%’ = Zyi =1
i=1 i=1

Onnote By = {i € [1,p] |z; >y} et BL={ie[l,p] |z <y}
p
(a) Exprimer Z |z; — y;| en fonction de x5, et yp, .
i=1
(b) Justifier I'inégalité :

P
ZT; rB

g z; In(=) > zp, In(—) + (1 —zp,) In(

— Yi T ys, Yl —yB,

(c) En déduire I'inégalité, dite de Pinsker, qui généralise I'inégalité (2) :

P . 1 P 2
Zmi ln(j) > 5 <Z | — yz|> (7) .
i=1 ¢ i=1
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