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Documents, calculatrice et portables interdits

Exercice 1

1. Rappeler I'expression de la matrice de Vandermonde de ., (K) associée a (ay, ag, - - - a,) € K"
et I'expression factorisée de son déterminant.

2. Soient («, 3,7, 0, \). Quel est le coefficient de X* du polynome A\(X —a)(X —B)(X —7)(X—4§)?

3. Etant donné (a, b,c,d) € C*, on considére le déterminant :

1 a a® a*
1 b b2 b
A= 1 ¢ &
1 d &% d*

(a) Que vaut A si card{a,b,c,d} <47

(b) Soit z € R. On considére le déterminant :
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i. En utilisant un développement par rapport a une ligne ou colonne, montrer que P(x)
est un polyndéme de degré inférieur ou égal & 4 et que le coefficient de 2 est —A.

ii. Ecrire P(x) sous forme factorisée.
iii. En déduire A.

Exercice 11

Soit n € N.

1. Soit (ag, a1, ,a,) € R deux a deux distincts.
(a) Pour j € [0,n], donner la définition du j * polyndéme de Lagrange associé a (ag, a1, - - , an).
(

b) Montrer que (L;)o<j<n est une base de R, [X].
(c) Montrer que : VP € K,[X], P =) P(a;)L;.
i=0

)

(d) Soit E l'espace des fonctions C'* sur R.
On pose
o F={feE/Vie|0,n] f(a)=0}.

e %, l'espace vectoriel des fonctions polynémiales de degré inférieur ou égale a n.

n
Ainsi jtoute fonction p de %, est de la forme p: x — > ba’.
i=0

1



i. Montrer que F' est un sous espace vectoriel de F.
ii. Etablir que F et %, sont supplémentaires dans E.

On pourra utiliser la famille (L;)o<j<n 0 L; est considéré comme fonction polynomiale.

2. Déterminer 'unique polynéme P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :
P0)=-1,P(2)=1,P(—-2)=1,P(—-1)=2

1
3. Soit P de degré n tel que pour tout k € [1,n + 1], P(k) = X
(a) Comment s’écrit P en fonction des polynémes de Lagrange (Lg)1<p<n+1
associés & (1,2--- ,n+1)7
(=) 1=k (n 4 1)!

(b) Soit k € [1,n + 1]. Montrer que Ly(n 4+ 2) = 22— Mk—1)"

1+ (—1)"'

En dédui P 2) =
(c) En déduire que P(n + 2) I

Exercice 111

Donner la nature des séries suivantes :

1 lnn (Inn)? 1 (Inn)?
Z n3(lnn)?’ Z Z \/_lnn 2’ ; NG ’;22 n(lnn)?’ Z n

n>2 n>2 n>2

Exercice 1V

Les deux parties sont indépendantes entre elles.

+00 (_1)]0
Partie I : Etude de R,, = Z ~ 2 neN

p=n+1

(=1
p

1. (a) Rappeler I’énoncé du théoréme permettant de montrer que la série de terme général

est convergente, ot p € N*.

1
(b) Rappeler I’énoncé du théoréme permettant d’écrire : Vn € N, |R,,| < ——
n

(c) De quel signe est R, ?

(d) En écrivant ; = fol tP~1 dt, montrer que :

X

d
14+ v

1
Vn €N, R, = (—1)"+1/
0

2. Montrer que Z R, est une série alternée convergente.
neN
+oo

3. Déterminer Z R,.

n=0



+00 (_1)])
Partie II : Etude de r, = Z
p=n-+1 \/ﬁ

"1
1. On note, pour n € N*, U,, = Z —
p=1 \/]3

"1
(a) Montrer que la suite (Un — / —dx) est décroissante et minorée.
1

T

(b) Montrer qu’il existe un réel L tel que :

"1
li Up— | —=dx|=L+2
nilfoo< | v x) ’
(c¢) En déduire que lirf U,—2vn—L=0.
n—-—+0oo

(d) Soit 6 un réel strictement supérieur a 1.
+o00 1
i. Justifier I'existence de Z —,n eN.
p=n-+1
ii. Etablir que :
p=n+1 PP nteo (6 = 1)nf=1
Indication : Utiliser la technique de comparaison série-intégrale en s’aidant de la mo-

notonie de t — ]
2. On pose, pour n € N* v, = U, — 2y/n — L.
(a) Donner la nature de la série de terme général v, 1 — v,.

(b) Montrer, si > x, et >y, sont deux séries a termes positifs convergentes telles que x,, ~ y,

alors,
o @] o
Ty 2
Z p n—-+0o0o yp
p=n p=n

On rappelle que x,, ~ y, <= Ve > 0,AN € N,Vn > N, |z, — yn| < e|yn|
1
En déduire v,, ~ ——.
(¢) En déduire v W

3. En procédant de maniére analogue a 2 avec la suite (vn — >, montrer que

1
2v/n
1 1

Up— ——= ~ ——
2¢/n no+oe 24

4. En déduire que U, est de la forme :

C 1
=A B+ — —
U, Vn + +\/ﬁ+0(n\/ﬁ>
+0o0

—1)r
5. (a) Montrer qu’il existe un réel S tel que Z =0 =S.

p=1 \/]_)

3



(b) Montrer que ro, = S — v2U, + Us, .

(c) En déduire qu’il existe deux réels a et b que I'on déterminera, tels que :

— +L+O L
r2n_a \/ﬁ n\/ﬁ

(d) Exprimer S en fonction de L.

(e) Montrer —ﬂ—i-OL
e oequern—Z\/ﬁ i)

(f) Déterminer la nature de la série de terme général r,,.



