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Exercice 1

On rappelle que M, ,(R) ou (p, q) € N* x N* désigne le R-espace vectoriel des matrices a p lignes et ¢
colonnes. On note M,(R) au lieu de M, ,(R) et I'on identifiera R et M,,1(R).
On rappelle aussi que si A € M, 4(R) et B € M, ,(R), alors le produit AB est une matrice de My (R).

1 ~1
L. Soient Up = | | et Vo = _11 et Ag = Uy Vh.
1 ~1

(a) Donner les entiers p et g tels que Uy € M, 4(R) et V) € M, ,(R). Quel est alors le nombre de
colonnes et le nombre de lignes de Ag ?

(b) Calculer Ag. Quel est le rang de Ay ?
(c) Justifier que 0 est valeur propre de Ay puis déterminer une base du sous-espace propre associé.
(d) i. Calculer AgUy.

ii. Montrer que Ay est diagonalisable dans My (R).

iii. Déterminer une matrice diagonale D de My4(R) et une matrice inversible P de My(R) telles

que
Ay =PDP1.
2. Soit n > 2 et A € M, (R) une matrice de rang 1.
C1
(a) On désigne par C = | : | la matrice colonne égale a la premiére colonne non nulle de la matrice
Cn

A.
Démontrer qu’il existe une matrice ligne non nulle L = (l1 ‘e ln) € M1 ,(R) telle que A = CL.

(b) Vérifier que LC = tr (A) puis montrer que A? = tr (A)A ou tr (A) désigne la trace de A.
(¢) Soit A une valeur propre de la matrice A et X un vecteur propre associé.
Montrer que (A* — tr (A)A) X = 0 et en déduire que le spectre de A est inclus dans {0, tr (A4)}.
(d) Le réel 0 est-il valeur propre de A? Quelle est la dimension de l’espace propre associé ?
(e) Vérifier que tr (A) est valeur propre de A.
(f) Montrer que : A est diagonalisable <= tr(A) # 0.

3. Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2, et f € L(E) tel que rg(f) =1et fo f # 0 ou
0 désigne I’endomorphisme nul.

On désigne par u un vecteur de E tel que Im (f) = Vect (u).

(a) Justifier que Vo € E,3Ja € R, f(z) = au

(b) Montrer que f(u) # 0.

¢) En déduire que 'endomorphisme f posséde une valeur propre réelle non nulle.
(d)

d) Montrer alors que f est un endomorphisme diagonalisable dans R.



Exercice 11

Pour tout entier naturel n, on définit sur 'intervalle J = [1, 4+o00[, la fonction f,, définie par :

(=1)"
V1+nx

1. Démontrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur J.
n=0
On note alors pour tout = de J, ¢(x) sa somme.

falz) =

2. Montrer que cette série de fonctions ne converge pas normalement sur J.

3. Etudier alors sa convergence uniforme sur J.

400
4. Déterminer ¢ = IEIEOO Z fn(x).
n=0
(="

N

5. Pour n € N*, on note u,, =

+oo
5.1. Justifier la convergence de la série de terme général u,. On note a = E Uy, Sa somme.
n=1

5.2.
5.2.1 Montrer que : M € R,V € J,

Exercice 111

Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue sur R.

+oo y _ t
Pour tout A réel, on pose I(\) = / Atf() dt, lorsque cela existe.

t
1. |Dans cette question, et uniquement cette question, f est la fonction ¢ — cos <1+t2)

1.1. En utilisant un développement asymptotique de f au voisinage de +oo, donner un équivalent de
A — f(t) lorsque t tend vers 'infini.

1.2. En déduire I(\) converge si et seulement si A = 1.
x
t
1.3. Donner alors un équivalent de / fi) dt lorsque x tend vers U'infini. On écrira f(t) = f(t) —1+1
a

2. Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue sur R.
On suppose qu'il existe A et p deux réels pour lesquels I(\) et I(u) existent. Prouver que l'on a :
A = p.Indication : considérer I(\) — I(u)

3. Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue sur R.
x

Pour tout x réel, on pose Hy(z) = / (A= f(t)) dt.

3.1. Justifier que H) est de classe C! sur R et justifier que Hj(z) = A — f(x).

3.2. On suppose que H) est bornée sur R.

oo H\(t)
t2

3.2.1 Démontrer que
a

dt converge.



+o00 H,\(t)
t2
4. Désormais on suppose que f est continue sur R et T-périodique (7' > 0).

dt.

3.2.2 En déduire que I(\) = /

a

z+T
4.1. Démontrer que la fonction ¢ qui a tout réel x associe p(z) = / f(t) dt est constante. On pourra

€T
considérer une primitive F' de f, écrire ¢ a l'aide de F et calculer .

T
Montrer alors que l'on a, pour tout réel x : Hy(z +T) — Hy(z) = \T — / f(t)dte.
0
4.2.

4.2.1 Montrer que la suite (Hx(a +nT")), .y est une suite arithmétique dont on donnera la raison.
Que vaut limy, 400 Hy(a +nT)?

4.2.2 En déduire qu’il existe une unique valeur Ay du réel A pour laquelle la suite (Hy(a + nT))
est bornée.

neN

4.3. Prouver que, dans ce cas, la fonction H) est périodique et bornée dans R.

4.4. Déterminer alors toutes les valeurs du réel A pour lesquelles I(\) converge.

x
t
4.5. Dans le cas ot A\g # 0, déterminer un équivalent de / ng) dt lorsque x tend vers l'infini.
a

71'/2 S' t TI'/2 S' t
5. Pour tout entier naturel n non nul, on pose A,, = / M dt et B, = / M dt.
0 Sln(t) 0 t

5.1. Prouver que A,, existe. On admettra qu’il en est de méme pour B,,.

1
5.2. Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de la fonction ¢ — P Ok
sin

5.3. Démontrer que la suite (A4,, — By )nen+ est bornée.
5.4. On effectue dans B, le changement de variable u = nt.

i. Donner un équivalent de B,, lorsque n tend vers 'infini. On pourra utiliser les résultats établis
a la question 4.

ii. En déduire un équivalent de A,, lorsque n tend vers I'infini.



