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Probléme I

Notations

Dans tout le sujet, n désigne un entier naturel non nul.
Etant donnés deux entiers naturels a et b, on note [a,b] Vensemble des entiers naturels k tels que a < k < b.

Pour deux suites de nombres réels (wm),,cn €t (Um),en la notation u,, = O (vy,) signifie qu’il existe une suite
bornée (My,),,cn telle que I'on ait

dmg €N, VYm = mg, Uy = Mpvm

On pourra utiliser sans démonstration la formule suivante, qui précise la formule de Stirling lorsque n tend vers
+00 :

nl = (Z)nx/%<1+o (i))

I — Calcul d’une intégrale classique

Rappelons que n désigne un entier naturel non nul. On note

P oy
I, = ——— dt t K, = —— dt.
n /(1 +t2)n € n / (1 +t2)n

0 0

I.1
Q 1. Montrer que

>+

n = 271
Q 2. Justifier 'existence de K,, et donner la valeur exacte de Kj.

Q 3. Montrer que

—+00

[ =0 (i)

1

On pourra minorer 1+ ¢? par un polyndme de degré 1.



Q 4. En déduire que, lorsque n tend vers +oo,

I, ~ K,

. 1
Q 5. Etablir la relation de récurrence K, = K, 41 + 2—Kn.
n

Q 6. En déduire un équivalent simple de I,, lorsque n tend vers +oc.

1.2)
Q 7. Justifier que

Q 8. Montrer que

+oo
lim nl, = / e du
n—oo

0

Q 9. En déduire les valeurs de

+oo +oo
/ e dy puis de / e /2 qy
0 —00

Dans toute la suite, on posera pour tout x réel

II — Comportement asymptotique de 1 — O

Soit x > 0.
t
Q 10. En écrivant que ¢(t) < —p(t) pour tout ¢ > z, montrer que
T
+oo
/ (1) dt < p(x)
T

T

Q 11. A laide de 'étude d’une fonction bien choisie, montrer que

—+00

o(z) < / p(t)dt

xT

x
241

Q 12. En déduire un équivalent simple de 1 — ®(x) lorsque z tend vers +o0.



Probléme 2

Notations et rappels

Dans tout le probléme, n est un entier naturel non nul. On identifie un vecteur de R™ et la matrice colonne a
n lignes formée de ses coordonnées dans la base canonique de R™. L’élément nul de R™ est noté Ogn.
L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels est noté M, (R) et Pensemble des matrices inver-
sibles d’ordre n est noté GL,(R). On désigne par I, la matrice identité d’ordre n et par 0,, la matrice nulle
d’ordre n

Pour toute matrice M de M, (R), on appelle image de M, notée Im M l'image de ’endomorphisme de R™
canoniquement associé & M et on appelle noyau de M, noté ker M, le noyau de cet endomorphisme.

Pour toute matrice M de M, (R), on note M " sa transposée, det(M) son déterminant, rg(M) son rang, tr(M)
sa trace, X,, son polynome caractéristique et Spg(M) I'ensemble de ses valeurs propres complexes. On rappelle
que M et M T ont le méme rang et le méme déterminant.

On note T la transposition dans M, (R), c’est-a-dire I’application qui & toute matrice M associe M.

Si B = (e1,...,en) et B = (€],...,e}) sont deux bases de R™ et si f est un endomorphisme de R", on note

Mg 5/ (f) la matrice dont, pour tout entier j € [1,n], la j-iéme colonne est formée des coordonnées du vecteur
f(ej) dans la base B'.

Lorsque B = B’, on simplifie la notation Mg 5(f) en Mg(f) qui désigne la matrice, dans la base B, de
I'endomorphisme f. On définit la suite des puissances de f en posant

£0 = Idg-,
VkeN,  frtl=fofk

P P

Sill= Zaka est un polynome de R[X], on rappelle que II(f) = Zakfk.
k=0 k=0

Lorsque My, ..., M} désignent des matrices carrées d’ordres respectifs ni, ..., ng, on note diag (M, ..., M) la

matrice carrée d’ordre ny + ...+ ng, diagonale par blocs, égale a

My, 0 ... 0
0 M, :
: 0
0 0 M,

On dit qu’un endomorphisme ® de M, (R)

— conserve le rang si VM € M, (R), rg (®(M)) =1g(M);

— conserve le déterminant si VM € M, (R), det (®(M)) = det(M);
— conserve la trace si VM € M, (R), tr (®(M)) = tr(M);

— conserve le polynome caractéristique si VM € My (R), Xg(nr) = Xas-

L’objectif du probléme est de caractériser les endomorphismes réalisant 'une de ces propriétés.

On rappelle la propriété suivante : Soient trois bases B1, Bs, By de R™ et f un endomorphisme de R™, alors il
existe deux matrices P,Q de GL,,(R) telles que Mz, s,(f) = PMz,Q



I Etude de quelques endomorphismes de M, (R)

I.A — Multiplication a gauche par une matrice donnée
L’ensemble des endomorphismes de M, (R) est noté £( M, (R)).
Pour toute matrice A € M,,(R), on note I" 4 Papplication

A M AM

Q1. Vérifier que, pour toute matrice A € M,,(R), T4 appartient a L(J\/[,,L(IR)).
Q 2. Démontrer que, si A appartient & GL, (RR), alors I'4 conserve le rang,.

Q 3. Démontrer que 'application

est linéaire et injective.

Dans la suite de cette sous-partie I.A, A est un élément fixé de M, (R).
Q 4. Démontrer que Vk € IN, I'4x = (FA)k.
Q 5. En déduire que, pour tout polynéme IT de R[X], T'reay = I1(T'4).

Q 6. A Paide du résultat précédent, démontrer que A est diagonalisable si et seulement si I'4 est diagona-
lisable.
Q. Démontrer que x, est un polynéme annulateur de I'4 et que x, est un polynéme annulateur de A.

Q 8. En déduire que Spg (T'a) = Spe(4).

I.B — Multiplication a gauche et a droite par des matrices inversibles avec ou sans transposition
préalable

Pour toutes matrices P et @) appartenant & GL, (RR), on considére les applications

op | Va(R) = Mau(R)
PRl M — PMQ

M,(R) — M,(R)
\IIP7Q:

M — PMTQ

On admet que ®p g et ¥p g sont des endomorphismes de M, (R).
On pose

L, = {cpp,Q (P,Q) e (GLn(]R))Q} ot Ly= {\pRQ | (P,Q) e (GLn(IR))Q}.

Q9. Démontrer que £1 U L5 est stable par composition, c’est-a-dire que
V(0,0) € (L1ULy)?,  ©o® € LyUL,.

1.B.1) Soient P et @ deux matrices de GL,(R).

Q 10. Montrer que ®p g et ¥p o sont des automorphismes de M, (R) et préciser leurs applications réci-
proques.

Q 11. Montrer que ®p g et ¥p g conservent le rang.

Q 12. Donner une condition nécessaire et suffisante sur P et @ pour que ®pg et ¥p o conservent le
déterminant.
Q 13. Montrer que ®p p-1 et ¥p p-1 conservent le polyndéme caractéristique.

1.B.2) Dans cette section, on prend n > 2.
Q 14. Montrer que T € Lo et T ¢ L.



Q 15. En déduire que les ensembles £1 et Lo sont disjoints.

II Endomorphismes de rang donné

On suppose que f est un endomorphisme de R™. Son noyau est noté ker(f).

II.A — On suppose dans cette sous-partie que f est un isomorphisme. On se donne une base B = (eq, ..., €,)
de R™. On note B’ la base

B = (f(el)7 ceey f(en))
Q 16. Déterminer Mg 5/ (f).
II.B — On suppose dans cette sous-partie que f n’est pas 'endomorphisme nul et que ker(f) # {Ogn }.
Soit By une base de ker(f), que ’on compléte (a gauche) en une base B = (ey, ..., ex, Ba) de R™.
Q 17. Montrer que la famille (f(el), ce f(ek)) est libre.
Q 18. Justifier que k < n.
On compléte la famille (f(el), ol f(ek)) en une base B’ = (f(el), coos fler)s frty -y fn) de R™.
Q 19. Déterminer Mg 5/ (f).

II.C — Dans toute la suite du probléme, pour tout entier entier naturel r € [0,n], on note
Jn,r = dlag (Im Onfr)

en convenant que J,, , = I, et Jo, = 0,.
Soit M un élément de M, (R) de rang r.
Q 20. Montrer qu’il existe deux matrices P et @ de GL,(R) telles que

M=2pqg (Jnr).

II.D — On suppose dans cette sous-partie que n = 2 et que A et B sont deux éléments de Mz (R) de rang 1.
On suppose que Im A et Im B sont distinctes.

Q 21. Montrer qu'il existe deux matrices P, et Q2 de GLo(R) telles que

A:P2(é 8)@2 et B:P2(2 g)QQ

ol & et 3 sont des réels, non tous deux nuls.

ITT Endomorphismes de My(R) conservant le rang
Dans toute cette partie, on suppose que n = 2.

On désigne par B, = (B1, Bs, Bs, B4) la base canonique de My(R), avec
1 0 0 1 0 0 0 0
(o 0) m=(00) »=(10) « 2=(c 1)
III.A —

Q 22. Expliciter la matrice de la transposition T dans la base canonique de Ma(R).
Cette matrice de My (R) sera notée T

Q 23. Justifier sans calcul que T est diagonalisable

Q 24. Préciser les valeurs propres et les sous-espaces propres de 7.

On se donne deux éléments P et ) de GL2(R),

() e o)



Q 25. Montrer que la matrice, dans la base B,, de I’endomorphisme ®p g est de la forme

alU bU
cU dU )’
ot U est un élément de My(R) & déterminer.

On suppose dans la suite de cette partie que ® est un endomorphisme de M2(R) conservant le rang.

II1.B —
Q 26. Montrer que ® est un automorphisme de My (R).

Q 27. Déterminer les rangs de ®(By), ®(B4), ®(B; + B4). En déduire Vexistence de deux matrices P; et
Q1 de GLa(R), telles que :

1 0 0 0
(bthl o (I)(Bl) = (O 0) et (I)Pl,Ql o (I)(B4) = (Oé B)

ou « et 3 sont des réels tels que (a, 8) # (0, 0).

On adopte alors les notations suivantes : ® = ®p, o, o ®, M’ = Mg, (P').

Pour tout j € {1,2,3,4}, B} = ®'(B;) et C; = (aj,bj, c;, dj)T désigne la j-iéme colonne de la matrice M’.
Q 28. Déterminer Cy et Cy.

Q 29. Démontrer que Vi € {1,2,3,4}, a;d; — bic; = 0.

Q 30. En considérant le rang des matrices B] + Bj et B] + Bj, démontrer que dy = d3 = 0.

On déduit des deux questions précédentes que bycy = bzez = 0.

III.C — On suppose dans cette sous-partie que co = 0.

Q 31. En étudiant det (M'), démontrer que les nombres bs, c3, dy sont tous trois non nuls.

Q 32. En utilisant les résultats de la question précédente et en considérant les rangs des matrices B} + By,
B/, + B) et B} + B} + Bj + B}, démontrer que

o Q
[ AN
o O
o O

avec ¢4 = ascs et dy = bocs.
Q 33. En déduire que ® appartient a L.
III.D — On suppose & présent que cg # 0.

Q 34. Démontrer que la matrice, dans la base B, de Pendomorphisme @’ o T de My (R) est égale a

1(13 ag 0

0 b3 0 O
0 ¢c3 c ¢4
0 0 0 ds

Q 35. Démontrer que c3 = 0.
Q 36. En déduire que ® appartient a L.

On a ainsi démontré, pour n = 2, qu'un endomorphisme de M,,(R) conserve le rang si et seulement s’il appartient
a L1 ULs.

On admet que ce résultat est encore valable lorsque n est un entier strictement supérieur a 2.



