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’ Documents, calculatrice et portables interdits

EXERCICE 1

On note f la fonction définie sur ]0, 1] par :

Int
2 -1

ft) =
1. Soit k € N. Justifier 'existence puis calculer I'intégrale

1
I, = / >k Int dt
0

2. Justifier que la fonction f est intégrable sur |0, 1[, puis démontrer que :

1
| rwar ="
0 8
On pourra utiliser librement que :
+o0 1 7.‘_2
> -
= n? 6

EXERCICE II

Pour n € N, on pose

W, = [ cos"(z)dz
0
1. Calculer Wj.
2. Montrer que :
2n — 1
Vn > 1,Ws, n Won_2
2n
3. Etablir que :
(2n)! =«
Vn e N, Wy, —
T T e al)2 2

4. En déduire que

lim +vn 4+ 1Ws,, = ﬁ

n—-+o0o 2

5. (a) Montrer que Vn > 2, (1 + %)n > 1+ ¢2

(b) Démontrer que
+oo 12 " +oo 2
lim L) = [ et
0 0

n—-+o0o



6. Posons, pour n € N*,

400 2\ "
I, = / (1 n ) dt.
0 n

A Taide du changement de variable, ¢t = y/n tan x, vérifier que

In = \/EWQn—Z

—+o00
/ e dt =
0

7. En déduire que

ol

Probléeme

Pour tout réel strictement positif «, on se propose d’étudier la fonction S, de la variable réelle z définie (sous
réserve de convergence) comme somme de la série de fonctions suivante :

—+00

Sa(z) =Y e

n=0

On étudie dans la partie I le domaine de définition et les premieres propriétés de la fonction S,. Dans la partie II,
on approfondit le cas particulier « = 2, autrement dit I’étude de la fonction S;. Puis on introduit dans la partie
IIT des intégrales auxiliaires afin d’obtenir de fagon plus générale des équivalents de S, (z) lorsque = tend vers 0 et
+00.

Partie I : premieres propriétés des fonctions S, (a > 0).

1. Etude du cas particulier de la fonction Si.

(a) Etudier la convergence simple et expliciter la somme de la série de fonctions définissant S, :
+o0o
Si(z)=> e ™.
n=0

(b) Préciser la limite et un équivalent de S;(z) quand x tend vers 0.
(c) Préciser la limite de S1(z) quand x tend vers +oo, et un équivalent de Si(x) — 1 en +o0.
2. Etude du domaine de définition des fonctions S, (o > 0).
Etablir que le domaine de définition de la fonction S, pour a > 0 est |0, +-00]
3. Premiéres propriétés des fonctions S, (a > 0).

(a) Pour tout € > 0, établir la convergence normale de la série de fonctions Z (x > e_ma) sur [e, 00l
n>0
En déduire la continuité de la fonction S, sur |0, 4+o00[ (on explicitera le théoreme utilisé).

(b) Comparer S,(z) et So(y) pour 0 < x < y et préciser le sens de variation de la fonction S,.
En déduire que la fonction S, admet une limite finie ou infinie en 0 et en +oo.

(¢) A l'aide d’un théoréme dont on précisera 1’énoncé, montrer que : lirf Sa(z) = 1.
T—>+00

N
(d) En exploitant 'inégalité S, (z) > > e (que l'on justifiera) pour tout entier naturel N et pour tout
n=0

réel x > 0, établir, pour tout entier naturel N, que : lir% Sa(x) = N+ 1.
T—
Quelle est la limite de S, (z) quand x tend vers 07

(e) Déduire de ce qui précede que la série Z (Jc > e’ma) ne converge pas uniformément sur 0, +o00.
n=0



Partie IT : Etude de la fonction Ss.

On étudie dans cette partie la fonction définie par :
+oo )
Ve >0, Sy(z)=> e ™"
n=0

4. Recherche d’un équivalent de Ss en 0.

(a) Etablir 'inégalité suivante pour tout entier naturel n et tout réel z > 0 :

2

+1
e—x(n+1)2 g /n e—xt2dt < e—acn .
n

VT

+0o0
b) En exploitant 1’égalité e du = ~—, en déduire la double inégalité suivante :
g g
0

T
Vr >0, Sy(zr)—1< 2{/; < Sy(x).
(¢) Retrouver alors lin% Sa(x), puis donner un équivalent de Sa(z) quand z tend vers 0.
T—

5. Recherche d’un équivalent de Sy — 1 en +o0.

(a) Pour tout réel > 0, établir que :
400
So(x) —1—e "< D e
n=2

(b) En calculant cette derniére somme, démontrer que Se(z) =14 e * + A (e7™).

En déduire un équivalent de Sy(z) — 1 quand x tend vers +oo.

PARTIE III : étude de S, (z) quand z tend vers 0 et +o00.

6. Comparaison de deux intégrales.
On considere pour tous réels a > 0 et x > 0 les deux intégrales suivantes :

+oo +oo oY
INEY! :/ e "u*tdu, et I(a) :/ e " dt.
0 0

(a) Pour quelles valeurs de « les intégrales / 1 e "u*tdu et / o e "u*"'du convergent-elles ?
En déduire que l'intégrale I'(«) convergeopour a>0. 1
(b) A l'aide d'une intégration par parties, exprimer I'(a + 1) en fonction de T'(a).
Calculer I'(1) et en déduire I'(n + 1) pour tout entier naturel n.
(¢) Pour tout x > 0, effectuer dans l'intégrale I' (é) le changement de variables défini par u = xt®.
Qu’en déduit-on pour l'intégrale I(«), et quelle relation obtient-on entre I' (é) et I(a)?
7. Recherche d’un équivalent de S, en 0 (o> 0).
(a) En raisonnant comme a la question 4.(a), établir pour a > 0 et x > 0 I'inégalité suivante :
0< Sulz) — ~T (1) 1<t

1
(6] /) ra



(b) Retrouver lig(l) Sa(x), puis donner un équivalent de S, (x) quand z tend vers 0.
8. Majoration d’une intégrale auziliaire (o > 0).
(a) Justifier pour tous réels a > 0 et x > 0 la relation suivante :

+oo — e 1 +oo _ 1_1
/ e " dt = - / e “ua" du.
1 T

ox«

(b) Etablir 'égalité suivante pour tous réels a > 0 et > 0 :
+oo 1 1 1 +oo 1
/ e o tdu = e Tra Tl 4 ( — 1) / e “ue2du.
T (0% T
Justifier ensuite I'inégalité suivante pour tous réels o > 0 et x > 0 :
+oo 1 1 ptoo 1
/ e Mua2du < —/ e “uotdu.
T T Jzx
En déduire enfin 1’équivalence suivante lorsque x tend vers +oo :
+oo 1 1
/ e tuatdu ~ e el
T r—+00

+o00 o
(¢) En conclure que l'intégrale / e " dt est négligeable devant e~ lorsque x tend vers +oo.
1
9. Recherche d’un équivalent de S, en +oo (o> 0).

(a) Etablir pour o > 0 et = > 0 I'inégalité suivante :
e 2 +oo o
d e L / e " dt.
n=2 1

(b) En déduire un équivalent de S, (z) — 1 quand x tend vers +oo.



