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Sujet Niveau II
Durée : 4 heures

N.B.: Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a prendre.

Lusage de calculatrice, documents et tout dispositif Allectronique est interdit

Le sujet est composé d'un exercice et deux problemes indépendants.
L'énoncé de cette épreuve comporte trois pages.

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’'une question précédente, il est demandé au candidat
d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.



Majoration du rayon spectral de la matrice de Hilbert

Soit n un entier > 1. L'espace vectoriel R” est muni de sa structure euclidienne canonique. La norme
euclidienne associée est notée ||||. On note .4, (R) '’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients

N

réels, et on identifiera R" a I'ensemble .4, (R) des matrices colonnes a coefficients réels. On note X =
(X0, X1+ Xp—1) € A n([R) la matrice ligne transposée de la matrice colonne

X0
x=| " leun®.

Xn-1

Enfin, on note X la fonction polynomiale définie sur R par la formule
_ n-1
X)) =Y xt*
k=0

Lobjet du probleme estI'étude de quelques propriétés de la matrice de Hilbert H;, = (h;.’f,z)()s jksn—1 € Mn(R)
définie par

; L 1
11 "
H,=| 2 3 n+l
11 1
n n+l  2n-1

w_ 1

Onad h = ——
nadonc iy irkel

pour tous j, ke {0, 1,---, n—1}.

A. Une propriété de Perron-Frobenius

1) Montrer que la matrice Hy, est symétrique réelle et définie positive.
1
On pourra s’aider du calcul de l’intégralef (X(1)%dt.
0
On note 7 le sous-espace propre de Hj, associé a la plus grande valeur propre p, de H,,.

2) Montrer que X € 7 si et seulement si 'XH,X = pnllX 1%.0n pourra utiliser une base orthonormale de
R" formée de vecteurs propres de Hy,

X0 [xol
. _ X1 _ |X1|
Soit Xy = un vecteur non nul de 7. On note | Xy| =
Xn_l |xn—1|

3) Etablir I'inégalité "Xy H, Xy <" | Xo| H,| Xo| et en déduire que | Xp| € 7.
4) Montrer que Hy|Xyl, puis que Xy, n’a aucune coordonnée nulle.
5) On suppose que dim7 =2 et (Xl,X{) une famille libre de 7
(a) Construire Y € Vect (X3, X{) telle qu'une de ses coordonnées soit nulle.

(b) En déduire la dimension du sous-espace propre 7.



B. Inégalité de Hilbert
X0
X
Soit X = ! un vecteur de R” et P un polynome a coefficients réels.

Xn-1

1
f P(n)dt
-1

T . . T i
6) En s’aidant du calcul de I'intégrale f P(e'?)e? d9, montrer 1’inégalité < f |P(e'?)|do,
0 0

T .
puis 1'inégalité ‘X H, X sf 1X(e'%)1d6.
0

7) En déduire que 'XH,X < 7l X|1?

8) Montrer que la suite (p,),>1 est croissante et convergente.

C. Un opérateur intégral

Dans la suite du probleme, pour tout entier n > 0 et tout réel x, on pose
n-1 r
Kp(x)=) x
k=0

Soit E l'espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles, continues et intégrables sur [0,1[ et T,,: E — E
I'application définie par

1
1100 = [ Kot fiode.
0
9) Montrer que T}, est un endomorphisme de E, dont 0 est valeur propre.

(On rappelle que A € C est valeur propre de T, s'il existe f € E non nulle telle que T, (f) = Af.)
On remarquera que T, (E) € Rj,—1[X]

10) Pour tout X € R”, calculer T}, (X). En déduire que T, et H, ont les mémes valeurs propres non nulles.
On pourra remarquer que T, (X)(x) =! XH,X.

1
On note «f I'ensemble des fonctions ¢ € E a valeurs strictement positives sur ]0, 1[ telles que — ad-
mette un prolongement continu sur [0, 1]. On rappelle que p, est la plus grande valeur propre de H,,.

11) En utilisant un vecteur propre associé a p,, montrer que

1
pn < inf sup ——

1
K, (tx)p(Hdt
e xel01] <P(X)fo it

En utilisant la partie A, montrer que 'on a égalité dans I'inégalité précédente.

D. Une maioration explicite des rayons spectraux

Soit ¢ € o/ et n € N. Dans la suite du probléme, on pose, pour tout x €]0,1[ :

1 1
L) =—— | K,(t 1dt,
rn(x) (p(x)fo (tx)p(1)

x"Jn(x)

p(x)

D,(x) =



La fonction Gamma d’Euler est définie sur R} par la formule

+00
T'(x) :f *letdr.
0

On admet, et on pourra utiliser sans démonstration, les formules suivantes :

I'x+1)=xI'(x) pour tout x > 0.
I'(n)=m-1)! pour tout entier n > 0.
I'(a)T 1

Ha)T(p) :f 1 - P lde pour tous réels a > 0, 8 > 0.
T'(a+ ﬁ) 0

12) Montrer que J, est dérivable sur ]0,1[ et que 'on a I'égalité
()= | ———=di- .
xJ,(x) [0 (1= 122 Tn(x)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

On suppose dorénavant que ¢ € o est de classe €' sur [0,1[ et que (1 - £)@(t) — 0lorsque t — 1.

Montrer que

1 n 1 1 _ It
nIn(0) = c4 nlp a0+ -1 [ 2 dt+f0 Ta-0e@ .

0o (1—tx)? 1-tx

ol ¢ est un coefficient a déterminer et o1 ¢’ désigne la dérivée de ¢. (On pourra traiter a part le cas
n =0, ou!'on considere que nJ,_;(x) = 0 et oul'on montrera que ¢ = ¢(0).)

Déduire des deux questions précédentes que

x(L-x)J,(x0) =c+(n+1)(x—-1)Ju(x)+ ”fol t”_l(P(t)dHfO1 tn(ll_—tg;p/mdt.

Soit y € R. Résoudre 1’équation différentielle (1 - £)y’ = —yy sur I'intervalle [0, 1[. A quelles conditions
une solution y(¢) de cette équation différentielle vérifie-t-elle les hypotheses faites sur ¢?

On suppose désormais ces conditions réalisées et que la fonction ¢ est la solution de cette équation
différentielle telle que ¢(0) = 1.

Montrer que la fonction ®,, est dérivable sur ]0,1[ et quel'on a:

o (0 = —(y+ 12 x"
== X "1 -x)Y

ol l'on donnera 1’expression de la constante ¢, en fonction de n et de y.

En déduire que pour tout x €]0, 1],

_ e x o gnty
O,(x) = x1+7’_/(; iz t)1+ydt

En déduire que pour n=1,

. ]. X ]._entn
pn< inf sup — -
a€l0,1[ yej0,1] X @ Jo t(1-1) @

n!

1-a)@2-a)...n—-a)
Un calcul montre, et on 'admet, que I'inégalité précédente implique I'inégalité :

oul'onaposéf, =

eflln

< inf 9“*‘””[ '
Pn= Soan 0

dr
re(1-pt-e
1/2n

o U B ) (nh)?
En déduire que p; < 2wy arcsin(—) , oul'on a posé w, =2 m
n .

. ) . .1
Donner un équivalent de w, — 1, puis un équivalent de 7 — 2w, arcsin — lorsque n — +oo.
Wn

FIN DU PROBLEME



