PSI Mars 2024
MATHEMATIQUES

Feuille d’Exercices
Espaces vectoriels normés

Exercice 1. Soit (E, ||.||) un evn . Montrer que, V(x,y) € E?,
[zl + Nyl < llz =yl + [lz + o

Exercice 2. L’application f de ., (C) qui a A associe le maximum des modules des racines de son polynéme
caractéristique est-elle une norme sur .#,(C) ?

Exercice 3. Soient (uy), et (v,), deux suites réelles vérifiant :

Vn e N Jun+1 = %un—i-%vn—ké
’ Un+1 = §Un+§vn_§

n

On posera pour n € N, X,, = (Z”) et pour C = <Z), IClcc = Max(|al, |b]).

1. Montrer que |[|.||sc est une norme sur .#5 1 (R).

2. Trouver une matrice carrée A et une matrice colonne B telles que : Vn € N, X,,11 = AX,, + B.

3. Déterminer 'unique matrice L telle que L = AL + B.

4. Montrer que pour toute colonne X, on a || AX [oo < 2(|X||oo-

5. Montrer que :Vn € N, ||X,, — L||oc < (%)n | X0 — Lo

6. En déduire la convergence des suites (uy), et (vy), vers des limites a calculer.

n n
Exercice 4. 1. Montrer que I'application définie par N(A) = \/tr(tAA) = ZZ a?j est une norme
i=1j=1
sur Ay, (R).

2. Montrer que N(AB) < N(A)N(B) pour tous A et B.

3. Caractériser les couples (A, B) pour lesquels : N(AB) = N(A)N(B).

4. Soit N’ une autre norme sur ., (R). Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que :

Y(A, B) € #,(C)?, N'(AB) < ¢N'(A)N'(B)
deg(P) deg(P)
Exercice 5. Pour tout P = Y. p,X* € R[X], on pose : ||P| = Z |pk|-
k=0 _
0 k=0
_ = vk
Pour tout n € N, on pose P, = Z k:!X .
k=0

1. Montrer que ||.|| est une norme sur R[X].

2. Par un raisonnement par l’absurde, montrer que la suite (P,), ne converge pas dans (R[X], ||.||).
Exercice 6. On munit .#,(C) de la norme |[(m; ;)i |l = Maz _ |m,;|.

(1,4)€{1,..p}?
1. Soit A € #,(C) telle que la suite (||A™]|), soit bornée.
Montrer que si A € C est une valeur propre de A, alors |A| < 1.



2. Soit A € #,(C) telle que la suite (A™),, converge vers B.
Montrer que B est la matrice d'un projecteur et en déduire que

Sp(A) c{ e C/|A\| <1louA=1}
Exercice 7. Soit E = C°([0,1],R). On pose N1(f) = Sup |f(x)| et Nao(f) = fol e*|f(x)|dx.
z€[0,1]
1. Démontrer que N et Ny sont des normes.
2. Trouver k tel que Vf € E, Nao(f) < kN1(f).

3. On considére f,, : fo(z) =1—nasi0 <z < Let f,(z) =0 sinon. Les f, sont-elles dans E ? Etudier
les limites de (f,,) dans (E, N1) et (E, Na).

4. Les normes sont-elles équivalentes 7.
Exercice 8. (CCINP 2023)

Soit A € #,(C) . On note ||A]| =maz > laij| et p(A) = max |Al.
71771]':1

AESp A

1 1+:
0 ei@

2. Montrer que V(A, B) € (Mn(K))27 |AB||<[|A]l|[|B]l-

1. Déterminer ||Al| et p(A) quand A = < ) et lorsque

n
3. (a) Soit X un vecteur propre associé a la valeur propre A . . Montrer que : Vi € [1,n], [Az;| <> |aijz;]
j=1

(b) En déduire que p(A) < ||AJ].

(c) Montrer que la suite (A¥); converge vers la matrice nulle dans ., (C) si et seulement si p(A) < 1.

5 0 -1
Exercice 9. On note A = 1 4 -1
-1 0 5

1. Montrer que A est diagonalisable sur R et la diagonaliser.
+oo 1

2. Calculer — A%,
2 (2p)!

Exercice 10. (Mines 2023) Soit E = C(]0,1],C) et ¢ endomorphisme de E défini par : Vf € E,Vx €
[0,1], o(f)(z) = [ tf(t)dt.

p=0

k£l

1. Trouver le plus petit entier k tel que ||p(f)|1 <
2. Trouver le plus petit entier k tel que ||o(f)]loco < k| f]co-

Exercice 11. (Centrale PC 2023) Pour tout polynéme réel P et tout entier n , on pose a,(P) =

Pour tout polynoéme réel P, , on pose || Pllcc = Sup |P(t)|, Noo(P) = Sup |an(P)|, N2(P) =
te[0,1] neN

1. Justifier que ces quantités sont bien définies.
2. Montrer qu’elles définissent des normes sur R[X].

3. Trouver des constantes « et [ strictement positives telles que VP € R[X], Noo(P) < aNz(P) et
Ny(P) < af| Plle

4. Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes entre elles.



